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Abstract 
Shale gas  reservoirs are characterized by  relatively  low porosity and ultra‐low permeability,  i.e.  in  the 

order of Nano‐Darcy.   Exploiting  these  types of  formations  requires  the use of horizontal drilling and 

multi‐stage hydraulic fracturing technology, which has been continuously developed over the past few 

decades  in  order  to make  these  types  of  reservoirs  economically  viable.    These  types  of  processes 

drastically increase production by achieving a greater wellbore to reservoir contact.   

The  process  of  drilling  horizontal  wells  and  hydraulic  fracture  stimulation  however  may  develop 

unintended  changes  to  the mechanical  stability  of  the  reservoir  and  surrounding  area  through  the 

redistribution of in‐situ stress fields.  The change which develops in these in‐situ stress differentials may 

lead  to  the  reactivation of existing  faults,  fracture or discontinuity under  certain  circumstances.   The 

implications of these potential hazards and risks related to this reactivation  include hydraulic failure of 

cap rocks,  i.e. reservoir fluid  leakage to surroundings, failure of fracture treatment, wellbore  instability 

in nearby wells and in severe cases surface subsidence and seismicity events.  

In order to further understand the nature of these induced stress changes to the in‐situ stress fields, it is 

necessary  to develop a  sound and practical methodology  to  study  their  influence on  the  surrounding 

reservoir.    Issues  have  often  been  associated  with  the  development  of  fractures  and  fracture 

propagation inside the reservoir as well as poroelastic effects due to fluid injection or production.  Stress 

change and  redistribution due  to  the opening of hydraulic  fractures has been  investigated  to provide 

more than qualitative reasoning behind many of these issues.  The results of these studies have shown 

the  importance  of  the  initial  in‐situ  stress  contrast  in  the  horizontal  plain  on  reservoir  stress 

redistribution as well as the development of stresses within the reservoir during the injection process.   

In this study, both single and multi‐stage hydraulic fracturing treatments have been generated in order 

to study their impact on multiple faulting environments.  This has been studied by using finite element 

based  numerical  simulation,  developed  by  the WVU  Research  Group  specifically  for  these  types  of 

problems.   Based on  these  studies,  the angle between  fracture orientation and  fault  strike displays a 

strong effect on the stability of the fault.   This effect  is seen to be  largest  in the case of a normal fault 

and  least  in  a  reverse/strike‐slip  faulting  environment.    Additionally,  the  development  of  stress 

throughout  critical  areas,  i.e.  surrounding  discontinuity  or  fracture,  has  been  studied  in‐depth  to 

develop a quantitative understanding of  the  stresses which often  interact, distort or alter  the  in‐situ 

stress  fields.  Fluid  injection during hydraulic  fracturing  and  gas production  after  stimulation  can  also 

have  significantly  different  impact  on  change  and  redistribution  of  stress  field  in  poroelastic 

environment.    A  large  component  of  hydraulic  fracturing  efficiency  often  lies  in  the  successful 

development  of  intended  fracture  geometries.    It  has  been  found  through  numerical  simulation  of 

proppant  transport  during  the  fluid  injection  phase  of  hydraulic  fracturing  that  the  distribution  of 

proppant  is often non‐linearly distributed.   These types of effects  lead to unintended developments  in 

geometry and may therefore impact the surrounding stress fields in a less than ideal manner.   

This research has displayed a beneficial impact to the study of fault reactivation due to the stimulation 

of  unconventional  reservoirs  through  hydraulic  fracturing.    Furthering  the  understanding  of  such 

complex subsurface mechanisms aids in achieving a greater wellbore to reservoir contact by increasing 

the efficiency of the stimulation.   This  is due to the effective use of  injection energy which  is spent on 

fracture propagation, instead of interaction with surrounding fault, fracture or discontinuity.   
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Executive Summary 
This is a final report to be submitted to the Research Partnership to Secure Energy for America (RPSEA) 

which  concludes  the  research  developed  throughout  the  sponsored  project  09122‐06,  “Prediction  of 

Fault Reactivation in Hydraulic Fracturing of Horizontal Wells in Shale Gas Reservoirs”.  The development 

of this project was carried out from April 2011 and concluded on August 31, 2015 by the West Virginia 

University Research Group in Morgantown, West Virginia.  

The overall goal of this project was to develop an advanced technology to predict fault reactivation and 

improve the effectiveness of hydraulic fracturing stimulation of horizontal gas shale wells.  The specific 

objectives  for  this  research  include  the development of a 3D geomechanical  stress‐displacement and 

fracturing propagation models  to assess  the potential of  fault  reactivation during and after hydraulic 

fracturing  treatments and also  to optimize  fracture or  fracture stage design with multiple perforation 

clusters under different reservoir/fault conditions.  

First  year  activities  focused  on (1) collection  of well  logs,  core  data  and  seismic  survey  information 

required  for  study of  stress  state of  reservoir/faults  in Marcellus  shale. The Hardie area of Marcellus 

shale  in  the  Appalachian  Basin  as  the  study  focus.  (2)  Development  of  a  3D‐  geomechanical 

stress/displacement  model  for  characterization  of  the  state  of  stress.  (3)  Development  of  a  3D 

propagation model for multiple transverse fractures created simultaneously in one stage. 

Second year activities  focused on  (1) developing a 2D  fracture propagation model.    (2) Validating 2D 

propagation model.  (3)  

Third year activities focused on (1) extending the 2D fracture propagation model to 3D.   (2) Validating 

the 3D propagation model.  (3) Identifying the stress changes and optimizing fracture stage design.  (4) 

Organizing results and data in digital and print form.   

The  conclusion  of  this  project  includes  (1)  field  data  study  (2)  static  3D  geomechanical model,  (3) 

dynamic 2D coupled model, (4) dynamic 3D coupled model, (5) assessment of stress interaction, (6) final 

technical  report.    The  coupled  model  reflects  the  combination  of  the  geomechanics  and  fracture 

propagation. 
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1. Introduction 

1.1. Background 
Shale  gas  reservoirs  have  become  a  staple  of  the  oil  and  gas  industry  with  the  advancement  of 

horizontal  drilling  and  stimulation  techniques, which  have  drastically  increased  the  total  recoverable 

hydrocarbons  throughout  the world.    These ultra‐low permeability  formations  are often  subject  to  a 

multitude of varying conditions, through stress and property heterogeneity and anisotropy.   This study 

has  focused  upon  the Marcellus  shale  in  the  northeastern  United  States  in  order  to  determine  the 

specific  impacts of hydraulic  fracturing  in order  to develop more efficient  stimulation  and  treatment 

plans.    

Shale reservoirs differ entirely from the traditional reservoir development techniques seen  in the past 

which  consist  primarily  of  exploiting  naturally  permeable  beds  and  formation  traps.    Unlike  these 

traditional reservoirs, such as sandstones or carbonates, shale serves as both the trap and source rock 

for  hydrocarbons, whereas  conventional  reservoirs  serve  only  for  the  accumulation  of  hydrocarbons 

from another organic source.  Conventional reservoir development allows for the profitable production 

of  hydrocarbons  without  the  requirement  for  complex  stimulation  techniques,  such  as  hydraulic 

fracturing, as  the  formations permeability and porosity are high enough  to allow  sufficient volume of 

fluid migration  through  the  field  to  the wellbore.   With  the  advancement  of  horizontal  drilling  and 

stimulation techniques, it has allowed for unconventional shale reservoirs to become a new staple of the 

petroleum  and  natural  gas  industry,  as  these  were  previously  deemed  to  be  unprofitable  for 

development by using past techniques. 

The inherent problems with shale deposits lies in their unique properties which associate some of their 

mechanical  behavior more with  that  of  coal  bed  formations  than  that  of  other more  conventional 

reservoirs, or  traps.   Shale  reservoirs allow  for adsorption  to occur  through  the bonding of entrained 

hydrocarbons throughout the rock matrix.   This allows for additional hydrocarbon storage beyond that 

of  the  associated  pore  space  volume  available  within  the  shale  rock.    The  surrounding  lithological 

stresses also play an important role in the physical behaviors related to shale reservoirs as it impacts the 

total compressibility.  This is along the lines of shrinkage and swelling that is seen in coal bed formations 

which  is dependent upon the  in‐situ and applied stress distributions.   The permeability and porosity of 

the shale rock matrix varies directly with  these applied stresses due  to  the compressibility and higher 

elastic  limit,  relative  to  other  types  of  geological  formations  in  conventional  reservoir  development.  

These characteristics affect the trans‐missive ability of shale formations, influencing the fluid migration 

potential  through  a  reduction  in  inherent  permeability  and  natural  fracture  closure  throughout  the 

formation.    

Hydraulic fracturing is a process that is used in order to stimulate both conventional and unconventional 

reservoirs in an effort to make them more economically feasible to develop, produce or remediate; both 

new  and  old  fields  alike.    The  process  of  hydraulic  fracturing  allows  for  access  to  vast  amounts  of 

previously  inaccessible hydrocarbon deposits throughout a reservoir.   This  is achieved by generating a 

greater  contact  area  between  the  producing  formation  and  the wellbore.   As  a  fracture  propagates 

through  the  formation,  reservoir  to  wellbore  conductivity  is  increased  by  the  drastic  change  to 

permeability throughout the stimulated zone.  These fractures increase the fluid migration potential by 

significantly  increasing  permeability  and  therefore,  the  amount  of  production  and  recoverable 

hydrocarbons from the reservoir is drastically increased throughout these zones.    
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The process of hydraulic fracturing uses the injection of water or gel and a propping agent (i.e. sand) at 

high pressure into low permeability formations that do not allow sufficient fluid migration.  This process 

first utilizes perforating guns to puncture the production tubing, cement and steel casing to initiate the 

location of  fracture.   These  locations are  then  sealed off on an  individual basis by  the use of packers 

which allow for an increase of applied pressure that is isolated only to that specific zone of the wellbore 

and surrounding formation.  The fracturing fluid, typically 99.5 percent water and sand is then pumped 

down  the  wellbore  to  the  isolated  perforations.    As  fluid  pressures  are  suddenly  increased  at  the 

injection site by the use of high pressure pumps, the surrounding stress regimes are affected.  Once the 

applied fluid pressures meet or exceed the fracture initiation pressure of the formation then the crack, 

or  fracture  begins  to  develop.    These  stress  fields  continue  to  alter  throughout  the  immediate  and 

surrounding area as the fracture(s) propagate throughout the formation.   

Fracture  initiation  and  propagation  is  controlled  by  the  relationship  of  applied  pore  pressure  to  the 

rocks  tensile strength and overburden pressure.   The propagation of  the  fracture  is  further controlled 

and directed by the orientation of the principal stresses at the immediate fracture tip.  The direction of 

fracture propagation will continue perpendicular to the path of  least resistance through the formation 

(i.e.  the  least  principal  normal  stress).    This  implies  that  a  fracture  will  propagate  parallel  to  the 

maximum horizontal stress, such that closure and fracture width  is related to the minimum horizontal 

stress. 

Proppant within  the  fracturing  fluid stabilizes  the developing  fracture as  it propagates  throughout  the 

formation.  The distribution of proppant within this developing fracture aids in preventing full aperture 

closure, providing support to the compressive forces trying to close the fracture.   The use of proppant 

aids in extending both the length of fractures as well as stabilizing the newly created void space to the 

formations  closure  pressure.    This  allows  the  induced  fracture  network  to  maintain  maximum 

conductivity  from  the  producing  formation  to  the  wellbore  once  the  treatment  process  has  been 

completed, while also  increasing the volume or surface area of augmented permeability.   The types of 

proppant  to  be  used  vary  depending  upon  the  specific  treatment  plan  that  has  been  developed, 

however these are typically a mixture of multiple grades  (or sizes) of sand or plastic beads that settle 

through  the  developing  fracture.    These  methods  of  transport  are  dependent  upon  the  injection 

pressure gradient and fluid‐mass velocity through the fracture which generally cause larger particles to 

settle first and smaller particles to settle last.    

As wellbore zones or stages are fractured throughout a reservoir, the  in‐situ stress fields are modified.  

The redistribution of these stress fields relies upon the in‐situ conditions of the initial geological strata, 

rock  matrix  and  induced  hydraulic  gradients  through  the  propagating  fracture  network.    This 

redistribution  of  these  stress  fields  generates  the  possibility  of  reduced  stability  throughout  the 

modified  stress  regime.    This  is  suggesting  that  the  natural  faults  and  fractures  may  potentially 

reactivate within  the affected  treatment  zone and/or  surrounding  reservoir area  that has  seen  these 

stress influences.  These new stress regimes can lead to a number of possible complications if instability 

occurs, most notably as felt seismic anomalies leading to fluid loss and reservoir or aquifer damage.   

The seismicity induced by hydraulic fracturing is inherent to the process and has been a principal study 

of the process.  These induced seismic events are typically used to map the generated fracture network, 

aiding  in  the  optimization  of  the  well  completion  and  stage  treatment  design.    As  the  fracture 

propagates  through  the  rock matrix,  energy  is  released  in  the  form  of  vibrations.   Monitoring  these 
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vibrations  indicates  the  path,  geometry  and  distribution  of  fractures  within  the  induced  fracture 

network.  These induced seismic events are typically on a micro‐seismic scale which indicates that these 

events do not transmit enough energy to the surface to be harmful or felt.  This is because the applied 

fluid energy  is dissipated over a very  large area.   The occurrence of these micro‐seismic events would 

therefore  be  expected  to  last  throughout  the  duration  of  the  treatment  period,  or  until  fracture 

development has subsided below the threshold of the seismic monitoring equipment.   

In many instances however, field cases have revealed that the release of seismic energy continues well 

beyond the length of the injection period.  At times, these secondary events are of a higher magnitude 

than those induced during staged treatments.  These types of seismic events can be classified as seismic 

anomalies, as they are not directly attributed to the fluid injection and fracture propagation but instead 

to the redistributed stress fields that are developed by these events.   

Induced seismic events and  related anomalies  that  fall outside  the expected  fracture network give an 

indication  to areas of possible  fault slippage or reactivation.   This  is expected  to occur along zones or 

areas of discontinuity, as the modified in‐situ stress fields relax to a new equilibrium.  These events, can 

at  times help  further  increase  conductivity  to  the wellbore along  the  fault  faces and  interconnecting 

fractures,  increasing  hydrocarbon  production.    In  other  cases,  these  seismic  anomalies  can  be 

detrimental to the well as they are often times associated with hydraulic fracture fluid loss, reservoir or 

aquifer  cap‐rock damage  and  in  extreme  cases has  the potential  to damage  surface  infrastructure(s) 

through felt seismicity and associated subsidence.   

There have been several cases of felt seismicity which possess the capability and have been shown to 

damage  the  reservoir or  surrounding aquifers given  the proper conditions.   Although  these cases are 

extremely rare, the possibility  is an unacceptable consequence that requires a better understanding of 

the hydraulic fracturing process in order to diminish the probability of these related seismic anomalies.  

Typical seismic activity throughout the stimulation process tends to fall below a 1.0 magnitude; however 

in  very  rare  cases  the  seismicity  associated  with  hydraulic  fracturing  has  been  shown  to  reach 

magnitudes  in  excess  of  3.0  (Ellsworth,  2013).    In  addition  to  the  overall magnitude  of  the  induced 

seismic anomalies, the frequency of these events occurring is also an extremely important factor.  These 

seismic  anomalies  have  been  shown  to  directly  correlate  in  areas  that  have  been  subjected  to,  or 

sustained multiple well and fracture treatments.   

These  types of  seismic events  can not only  further discredit  the  fracturing process and  industry as a 

whole  from  the  public  viewpoint,  but  it  also  affects  the  economic  feasibility  and  recoverable 

hydrocarbons  of  the  reservoir.    In  retrospect,  these  events  can  also  further  increase  wellbore 

conductivity and thus surface production.  Therefore, understanding these occurrences is an important 

objective  of  the  industry  and  this  research  in  order  to  diminish,  predict  and  better  understand  the 

nature of these post‐treatment seismic anomalies.   

In comparison to the seismicity generated during fracture treatment, the additional or continuation of 

micro‐seismic anomalies post‐injection  is evident  from microseismic monitoring during  the  treatment 

process.   The  location of  these seismic events places  them a distance beyond  that of  their  respective 

fracture  half‐lengths  and  localized  seismicity  that  can  be  associated with  the  induced  fracture.    This 

offset distance of seismic activity is suggestive that natural faults, fractures or areas of discontinuity are 

being stimulated  in addition to the  intended pay zone where areas of  localized seismicity can be seen.  

This confirms that stress fields are being modified far beyond that of the  immediate area surrounding 
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the  induced  fracture  network  and  outside  the  period  of  injection.    The  extent  of  these  stress 

modifications depends upon  the  specific  interaction of geological,  thermal and  fluid properties  in  the 

producing  and  surrounding  formations  as  well  as  that  of  injection  fluid.    This  often  becomes  an 

extremely difficult problem to not only measure, but to correlate to analytical and numerical methods of 

prediction and simulation due to the complicated coupling that occurs through these processes.  

The most notable controlling  factor  in cases of  fault  reactivation had been shown  to be  the  frictional 

coefficient that  is present along the pre‐existing fault and fracture plane(s).   As the  in‐situ stress fields 

are  modified  through  the  induced  fracture  network  and  surrounding  area,  the  friction  between 

previously  deactivated  faults  that  lie  in  these  altered  stress  zones may  be  affected.    This  can  cause 

material failure or general  instability throughout the area,  leading to a displacement along the relative 

fault surfaces.   This geological process  is most often described by the Mohr‐Coulomb Failure Criterion, 

which describes the principal stress relationship to a materials inherent properties in a straightforward 

manner  by  relating  the  shear  and  normal  stresses  along  the  acting  plane.    In  their  natural  state, 

deactivated fault zones do not pose an  issue.   The confining pressure and past geological events have 

caused  a  resistance  to  sliding  or  slippage  throughout  these  zones  due  to  the  current  in‐situ  stress 

regimes,  as  they  have  been  brought  to  equilibrium  over  time.   With  the  introduction  of  fracture(s, 

discontinuity and pore pressure  is  increased throughout the  induced fracture network as  it propagates 

throughout the reservoir.     The related stress changes can  lead to a  loss of friction as  increases  in the 

principal stresses or alterations to the entirety of these in‐situ stress fields along these deactivated fault 

planes. 

The process of hydraulic  fracturing has become an  increasingly  complex procedure as  it has become 

more  widely  used  throughout  the  petroleum  and  natural  gas  industries.    This  has  led  to  the 

development  of  new  application  methods  due  to  industry  advancements  in  horizontal  drilling  and 

stimulation  techniques, as well as an  increased understanding of  the key principals  involved with  the 

hydraulic fracturing process.  The impacts of hydraulic fracturing have been studied throughout its use; 

however  their  effects  have  only  recently  become  readily  apparent  as  it  is  being  used with  such  an 

increased  frequency.   This  influx of data has  led  to  the realization  that  in some cases, what was once 

merely seen as a coincidental occurrence may be  in direct relation to the stimulation techniques used 

for  fracture  treatments.   The  relative natures of  these  impacts  that may be associated with hydraulic 

fracturing are becoming apparent due to statistical probability of their recent, widespread use.   

The  delicate  nature  of  this  subject,  with  relation  to  both  the  energy  industry  and  environmental 

concerns has caused it to become a trending sociopolitical topic throughout not only the United States, 

but  throughout  the globe.   The  increased  scrutiny  that has been brought about  from both  the public 

viewpoint and government agencies alike has caused the  industry to take notice  in an effort to better 

understand the process of hydraulic fracturing and its related effects.  The expansion of research related 

to  this  topic will ultimately benefit all parties  involved as  it  is a necessary  step  in  sustainable energy 

development both here in the United States and abroad.  

The study of hydraulic  fracturing has been done through a number of differing techniques  in order to 

better  understand  the  consequent  alterations  of  in‐situ  stress  properties  and  their  relation  to  the 

associated  interactions  throughout porous media.   Many of  the  studies within  this  field have not yet 

addressed several of the more complex issues involved with the hydraulic fracturing process.  In order to 

study  these  complex  interactions  involved  with  stress  induced  fault  reactivation,  the  progression 
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between pre and post‐fracturing must be studied in great detail.  The complexities surrounding cases of 

fault  reactivation  require  consideration of  the  influential geological parameters,  rock mechanics,  fluid 

properties and dynamic stress interactions in an effort to understand, classify and predict the proper in‐

situ stress response and it’s relating effects. 

1.2. Objectives 
The  underlying  goal  of  this  project  and  the  associated  research  is  intended  to  investigate  advanced 

methods  to  predict  cases  of  fault  reactivation  and  therefore  improve  the  effectiveness  of  hydraulic 

fracturing treatment plans  in horizontal shale gas wells.   The research area will focus on the Marcellus 

shale formation and associated geology throughout the Appalachian Basin region. 

The previous work done  in this area has not fully related or addressed the complex  interactions within 

the fracture network.   Therefore these methods do not offer the desired capability or performance of 

predicting the pre and post fracturing effects, primarily relating to these modified stress fields.   This  is 

beneficial  in preventing the reactivation of natural faults  lying within these modified stress regimes as 

well as optimizing the overall design of fracturing stage treatments.  Understanding these relationships 

can provide further  insight to creating more effective stimulation plans.   In addition, this research may 

be further applied to similar types of geological deformation problems and fault study investigations due 

to the close relationship(s) in methodology.  

To  develop  a  fundamental  basis  for  characterization  of  geomechanical  performance  of  shale  gas 

reservoirs during the hydraulic fracturing process, four specific objectives are proposed: 

(1)  to assess  the  reactivation potentials of  faults by  identifying  the  in‐situ stress conditions of 

faults nearby fracture treatment wells;  

(2) develop a propagation model for multiple fractures simultaneously created;  

(3)  to extend  current 2D  stress model  to  characterize  the  stress  state  changes of a  fault and 

near‐fault zones, and predict fault slippage due to hydraulic fracturing;  

(4) to optimize fracture design avoiding reactivation of faults. 

In  order  to  achieve  these  objectives,  the  following  tasks  and  sub‐tasks  have  been  implemented  and 

performed throughout the completion of the project: 

 Assessing the reactivation potentials of faults by identifying the in‐situ stress conditions of faults 

nearby fracture treatment wells. 

o Acquisition of data for horizontal shale gas reservoirs 

o Characterization of critically stressed faults 

 Development  of  a  3‐D  propagation  model  for  multiple  transverse  fractures  created 

simultaneously in one fracturing stage.  

o Fracture deformation model 

o Fluid flow and leak‐off model 

o Fracture tip advance criterion 

o Mass conservation equation 

o Discretization of fracture propagation model with triangle element 
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 Further  extending  the  2‐D  variation model  of  stress  field  distribution  coupled with  the  3‐D 

fracturing propagation model in order to predict fracture geometry and varied stress throughout 

the stage.  

o Green’s functions and displacement continuity method 

o Balance of stress and internal fluid pressure on fracture surfaces 

o Coupled 3‐D model (stress variation versus fracture propagation) 

o Discretization of the coupled 3‐D model 

 Generate code for a 3‐D numerical model so that different cases may be studied.  These will be 

validated with synthetic examples to ensure proper modeling.  

o Programming a coupled 3‐D model 

o Validation and modification of the coded model 

o Generation of a 3‐D simulator for fracturing design 

 Characterization  of  the  stress  state  changes  of  a  fault  and  near‐fault  zones,  evaluate  the 

potential of fault slippage due to hydraulic fracturing and optimization of fracture design.  

o Reveal  changes  of  stress  state  of  fault  and/or  near‐fault  zones  during  a  fracture 

treatment.  

o Evaluate the potential of fault slippage 

o Optimization of the fracture design by use of the 3‐D simulator 

In  order  to  test  the  validity  of  advanced  technology,  the  Hardie  area  of  Marcellus  shale  in  the 

Appalachian  Basin was  selected  as  the  study  focus.    The  stratigraphy  and  geologic  structure  of  the 

Hardie area has been characterized using well logs, core and seismic data using Petrel. 

To characterize  the change of  the  state of  in‐situ  stress  in  reservoirs  surrounding  the  treated well by 

hydraulic fracturing, a 3D geomechanical stress/displacement model was developed using finite element 

method. By  considering poroelastic effects,  it  can  identify potential  stable and unstable areas on  the 

plane  of  a  fault,  based  on  the  distribution  of  shear  and  effective  normal  stresses  following Mohr  – 

Coulomb criterion. With this model, in‐situ stress in magnitude as well as orientation can be described in 

a 3D domain, which can be used to investigate impacts of fracture locations on the state of stress along 

the  fault  plane  and  optimal  conditions  of  fracturing  operation  in  terms  of  spacing  between  stages, 

fracture orientation of the subsequent stage and fault stability.  

A 3D  fracturing propagation model  is being developed using  finite element method with elasto‐brittle 

cohesive  elements.  It  can  be  used  to  simulate  the  propagation  of multiple  fractures  simultaneously 

created in multi‐layer reservoirs. The dynamics of hydraulic‐driven fractures and the state of stresses in 

the surrounding region can be described in a 3D domain. 

1.3. Project Scope 
The  specific  focus  of  this  research  has  been  to  study  the  influence  of  hydraulic  fracturing  on  the 

geomechanical  properties  and  response  of  a  reservoir  throughout  the  fracturing  process.    This 

information  is  useful  to  determine  the  effect,  or  potential  of  fault  reactivation  caused  by  hydraulic 

fracture and the related stress field modifications that occur throughout a reservoir and its surrounding 

geology.  In relation to this subject, there are numerous commercially available software models which 

possess the capability to model hydraulic fracturing treatment plans or stages.  The downfall in many of 
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these programs or techniques however is that they do not address many of the more complex rock and 

fluid mechanics occurring throughout the reservoir or fracturing stage.  In addition much of the previous 

study  in  these  areas  have  focused  primarily  upon  stresses  surrounding  the  fracture  for  the 

determination of propagation criteria.  In addition many techniques to date do not adopt a fully coupled 

solution  and  thus  assume  a  pressure  boundary  solution  or  one  way  coupling  that  ignores  rock 

deformation or displacement effect upon the fracture pressure.  

The assumptions made  through  the previous examinations of  the  topic,  raise question  to  the overall 

accuracy of these assumptions and thus their associated results.  The primary focus of this research is to 

evaluate  the  more  complex  reservoir  interactions  that  occur  throughout  the  fracturing  process, 

including many of these previously neglected parameters and mechanics.   

The overall  goal of  addressing  these  complexities  is  to  further enhance  the development of  a  three‐

dimensional model to analyze reservoir stress  interactions.   This will aid  in  increasing the result quality 

related  to  the prediction of  fault  reactivation  tendency.   The previous models used  in  relation  to  this 

objective  have  addressed  the  basic  mechanical  interactions  that  occur  within  a  reservoir.    These 

solutions allows for a more general determination of stress distributions, both pre and post fracturing.  

In many cases, this is a satisfactory in creating an effective treatment plane but it does not provide the 

capability required in relation to specific stability issues.   

In conjunction with the Mohr‐Coulomb Failure Criterion, the slip  tendency seen across the  fault plane 

may  be  predicted  by  the  results.    The  preliminary model  referenced  for  this  research  addresses  the 

reservoir as an isotropic, homogeneous elastic medium which disregards the poroelasticity and leak‐off 

related effects.   These assumptions present a number of possible adaptions that can be made  in order 

to account for a larger amount of the effective variations on geological stresses.  The proposed methods 

and theory relating to the material presented  in this paper will aid  in the development of an effective 

three‐dimensional model,  relating  reservoir  stress  interactions  throughout  the  time  of  the  injection 

period.  

A  primary  focus  here  is  the  inclusion  of  poroelastic  effects  into  the  three‐dimensional model,  also 

addressing the inclusion of a proper leak‐off model.  The underlying theory of the model is based upon 

the Finite Element Method.   This will be used  to account  for each aspect of  fracture propagation and 

their interaction with in‐situ stresses, both within and surrounding the reservoir through the coupling of 

the associated governing equations.  These aspects will require that the fluid flow within the fracture be 

modeled  simultaneously  with  propagation  in  order  to  account  for  stress  interactions  that  occur 

throughout  the  time  that  a  stage  or  fracture  is  being  stimulated.    This  dependency will  require  an 

adaptation in domain discretization by the use of a dynamic mesh structure.  This allows the address of 

time dependent boundary  conditions  that are associated with a propagating  fracture  through porous 

media. The coupling of these parameters will allow for a more precise and in turn, realistic modeling of 

interactions throughout the  induced  fracture network.   This will  ideally create a greater correlation to 

the responses often seen in field related data.  

The  inclusion of  these parameters will allow  for better assumptions  to be made  through  the  fracture 

stage development.  The increasing scrutiny in regard to hydraulic fracturing has created the need of a 

more  thorough  understanding  of  the  process  in  an  effort  to  reduce  the  possible  negative  impacts 

surrounding the use of hydraulic fracturing. 
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2. Methodology 

2.1. Reservoir Assessment 
The  collected  information on  the Marcellus  shale  from  the Hardie area  includes well  trajectories and 

logs for a total of 7 wells, core analysis data for 2 wells and a 3D seismic survey with 196 inlines and 377 

crosslines.    This  information  is  used  for  input  and  verification  of  numerical  models  by  extracting 

important information about the field data to set up and test simulation runs. 

2.1.1.  Well Information 
The well  information was provided by Range Resources  regarding a  total of  five wells.   Two of  these 

horizontal, i.e., Hardie Unit 1H & 2H and three vertical wells, i.e., Hardie Unit #1, Indian Point #1 & #3.  

Indian point wells #1 and #3 are out of the seismic survey.   

Details of information provided on the field are as follows: 

Table 1 ‐ List of Wells used for Marcellus Data Acquisition 

Well Name  Hole Type  Well Type 
Field 

(Township)  County  State 

HARDIE UNIT #1  Vertical   Pilot  GREENE  GREENE  PA 

HARDIE UNIT #1H  Horizontal  Gas  GREENE  GREENE  PA 

HARDIE UNIT #2H  Horizontal  Gas  GREENE  GREENE  PA 

HOWARD #1  Vertical   Pilot  MONOGAHELA  GREENE  PA 

HOWARD #9H  Horizontal  Gas  MONOGAHELA  GREENE  PA 

INDIAN POINT #1  Vertical   Pilot  GREENE  GREENE  PA 

INDIAN POINT #3  Vertical   Pilot  GREENE  GREENE  PA 

2.1.2. Core Data Information 
Core data information includes mechanical test data of the field samples including mean stress, Young's 

modulus,  Poisson  ratio,  shear modulus.    In  addition,  petrophysical  data  has  been  provided  including 

density, porosity, saturation of gas oil and water, permeability. 

Table 2 ‐ Core Data Information by Well 

  
HARDIE 
UNIT #1 

HARDIE 
UNIT #1H 

HARDIE 
UNIT #2H 

HOWARD 
#1 

HOWARD 
#9H 

INDIAN 
POINT #1 

INDIAN 
POINT #3 

Core Data  Y        Y          

Well Deviation  Y  Y  Y  Y  Y  Y  Y 

Regular Well Log  Y  Y     Y     Y  Y 

Geomechanical Log     Y     Y          
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quadratic  function.    This  allows  them  to  simulate  curved  boundaries  by  a  piecewise‐quadratic 

approximation.  The largest disadvantage of this type of element is during the mesh generation process 

as it requires more experience to properly design in order to reduce numerical difficulties, such as hour‐

glassing.  It is noted however that if one of the faces of the 20‐node brick element is collapsed then the 

element can  simulate  the  singular  strain and  stress  fields used  in applications  such as  those of  linear 

elastic fracture mechanics from (Dhondt, 2004). 

The  relationship of nodal points and elements  is controlled  through  the constitutive equations of  the 

defining  problem.    These  are  established  through  a  series  of  independent,  partial  or  fully  coupled 

differential equations and associated boundary  conditions.   These differential equations establish  the 

related physical  relationship  to  the  laws of conservation which control  the behavior of many  types of 

problems, such as: elastic, thermal and fluid flow. 

In a reduced integration scheme, the next smallest available integration scheme is chosen.  In this case, 

the  reduced  integration  scheme  for  a  20‐node  hexahedral  element  is  the  same  as  that  of  a  fully 

integrated 8‐node element.   This  is  represented by a 2 x 2 x 2  integration scheme.   This provides  the 

vertex nodal values  in which the middle values of the element are obtained by taking the mean of the 

neighboring  vertex  nodal  values.    The  process  of  reduced  integration  allows  for  a  reduction  in  the 

number of unknowns which decreases the size of the linear system in order to increase the efficiency of 

the solution.  

2.2.2.  Governing Equations 
The solution of the governing finite element equations will yield the displacements at each node.   This 

may  then be used  to  calculate  the  stresses  and  strains  throughout  the  element  and nodal matrices.  

Since  the  accuracy  of  the  solution  is  greatest  at  the  given  integration  points,  the  field  variables  are 

typically  evaluated  at  these  locations  and  then  extrapolated  to  the  surrounding  nodes.    This 

extrapolation is done on an element basis so that for any given node one obtains as many values as the 

number of elements it belongs to.  This usually means that the values are discontinuous at the element 

border, however this is remedied by calculating the mean value over all elements that the node belongs 

to. 

The specific application of the finite element method to discontinuity modeling is a particularly difficult 

task.   Much of  the difficulty  in determining  these solutions  lies  in  the discretization of  the continuum 

during stages of propagation as the elements are breached by discontinuity.  This causes a special case 

of interpolating integration point values where discontinuity arises.  

The mathematical model used here was derived based on the four basic principles: equation of stress 

equilibrium, continuity equation, Darcy’s law and equation of state. The subsurface rock is considered as 

a porous medium that consists of rock matrix and pores/cracks filled with fluid. The pore fluid pressure 

can cause elastic deformation of rock and change of stress state to rock failure, while stress change can 

cause  fluid  flow.  Therefore,  the mechanical  and  hydrological  behavior  of  the  rock  needs  to  be  fully 

coupled to be evaluated correctly. 

Equation of Stress Equilibrium 

To represent the distribution of stress and strain, the equation of stress equilibrium – a governing partial 

differential  equation  in  the  displacement  form  is  needed  (Jaeger,  Cook  and  Zimmerman,  2007).  The 

hydro‐mechanical behavior can be considered based on Biot’s theory of poroelasticity. 
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where G is the shear modulus,  is the displacement vector with three components (u, v, w), is 
Poisson’s ratio,  is Biot’s poroelastic constant (generally assumed as 1), p is the pore pressure,  
is the bulk density and F is the body force vector per unit mass. 2׏ is the Laplacian operator and 

 is the gradient/divergence operator. With the strain‐displacement relations	׏

ઽ ൌ
1
2
ሾ઼׏ ൅ ሺ઼׏ሻ்ሿ 

and the stress‐strain relations  

ો ൌλ݁ܿܽݎݐሺઽሻ۷ ൅  ઽܩ2

strain and stress can be found once the displacement  is solved.  In Eqs 2 and 3,  represents the strain 
matrix, ׏ is the displacement gradient, T stands for the transpose of a matrix,  is the stress matrix,  is 
the Lam݁́ parameter, I is the identity matrix and G is the shear modus.  

Continuity Equation 

It is a mathematical representation of the principle of mass conservation. Continuity equation of a fluid 

in a porous rock is given by 

t

p
c

t f 






  )(
)(

δ
u  

The assumption related to Eq. 4  is that the density of the rock grains  is constant  (Chin, Raghavan and 

Thomas,  2000,  Thomas,  et  al.,  2003).  In  the  equation,  u  is  the  fluid  velocity  vector,  cf  is  the 

compressibility of the fluid in pores of rock and  is the porosity. 

Darcy’s Law 

The  flow  of  a  fluid  through  a  porous medium  is modeled  by Darcy’s  law, which  is  an  expression  of 

conservation of momentum. It relates fluid velocity proportionally to the gradient of the potential.  



k

u  

where k is the permeability of a porous medium and  is the fluid viscosity.  

In Eq. 5,  is the gradient of flow potential defined as 

Zgp    

where g is the gravitational acceleration and Z is elevation.  

Equation of State 

An  equation  of  state  presents  a  relation  between  properties  of matters  and  a  given  set  of  physical 

conditions.  In  a  porous  medium,  both  pores  and  fluid  are  compressible.  With  the  assumption  of 

isothermal  conditions,  the  compressibility of  the pores  is  represented by  the  change  in porosity with 

pressure,  
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while the compressibility of the liquid is represented by the change in density with pressure  

p
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where l  is the liquid density. For gas, the real‐gas law is used to model the behavior of the gas 

zRT

pM
  

where M represents the molecular weight of the gas, z stands for the compressibility factor, R is 

referred to as universal gas constant and T  is the reservoir temperature. The compressibility of 

the gas is given by 




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

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


z

p

pp

z
cg  

Eq.  1  provides  three  governing  equations,  one  for  each  of  displacement  components.  The  diffusion 

equation  for pore  fluid obtained by  combination of  continuity equation, Darcy’s  law and equation of 

state  is accounted  for another governing equation. The  three displacement components and  the pore 

pressure are  taken as  the  four basic  field unknowns of poroelasticity. This  is a well‐posed problem  to 

solve. 

The  reservoir  geometry  is  assumed  a  parallelepiped.  The  outer  boundary  conditions  are  given  at  a 

constant displacement for each of individual boundaries except the top. At the reservoir top, a constant 

overburden stress  is used. The  inner boundary condition  is a constant net pressure applied along  the 

hydraulic fractures.  

A numerical model was established by discretization of partial differential equations over each element 

using the finite element method. With the Galerkin’s method, the equation of stress equilibrium and the 

diffusion equation are discretized into a linear system of equation with unknowns of nodal displacement 

field and nodal pore pressure  field. The displacement and pore pressure at an arbitrary point over an 

element are 

઼ ൌ෍ ௜઼ܰ௜

௡
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where N is the shape functions, i and pi represent values at nodes, respectively. The discretized 
equations have the following forms,  

ሾ࢙ܓሿ઼ ൅ ሾ࢙ࢉሿ݌ ൌ ܚ࢙  
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where ks  is a matrix related to rock elastic properties and shape functions; cs and kp are matrix 

dependent on  shape  functions; cp and b are matrix  related  to properties of  rock and  reservoir 

fluid;  rs and  rp  represent  residual  force vectors; ࢾሶ   is  the partial derivative of  the displacement 

with respect to time; and ݌ሶ	is the partial derivative of the pore pressure with respect to time.  

2.2.3.  Validation 
Validation was performed with  the  case of Rangely oil  field, Colorado  (Raleigh and Bredehoeft 1976, 

Zoback and Healy 1984). An experiment was conducted at this field from 1969 to 1974 to investigate the 

physical  basis  of  earthquakes  occurred  during  fluid  injection  in  terms  of  in‐situ  stresses,  rock/fault 

frictional  strength  and  pore  pressure,  and  to  establish  the  relationship  between  fluid  pressure  and 

seismicity. The measured  initial pore pressure  is 2349 psi. Water was  injected  into  the  reservoir and 

earthquake  activity was  recorded  by  seismographs.  The  derived  critical  pore  pressure  for  triggering 

seismicity is 3988 psi consistent with the recorded frequency of earthquake activity. There is an inferred 

strike‐slip  fault  through  the  center  of  the  field  and  the majority  of  recorded  earthquakes  occurred 

trending along (or parallel to) the mapped fault.  

The measured data based on  field  tests  and  laboratory experiments were provided  in  the  studies of 

Raleigh and Bredehoeft (1976) and Zoback and Healy (1984),  including the principal stresses and  initial 

pore pressure etc.  

Table 4 ‐ Data of stress field and fault of Rangely oil field 

Overburden stress  6192 psi 
Maximum horizontal stress  8555 psi 
Minimum horizontal stress  4553 psi 
Initial pore pressure  2349 psi 
Critical pore pressure  3988 psi 
Orientation of maximum horizontal stress  N80oW 
Orientation of minimum horizontal stress  N10oE 
Mapped strike of fault  N50oE 
Mapped dip of fault  80oNW 
 
We constructed a 3D geomechanical model with dimensions of 2000  ft  (length) by 2000  ft  (width) by 

1000  ft  (height).  The  initial  overburden  stress, maximum  horizontal  stress  and minimum  horizontal 

stress were used to find pseudo displacements at boundaries under which the measured stress data can 

be matched by a 3D homogeneous but anisotropic stress field with no considering the change in gravity 

effects of rock solid and pore fluid.  

Fig. 1 shows the schematic diagram of the reservoir configuration in which a fault strikes N50oE with the 

dip of 80°NW. The tetrahedral finite elements of discretized reservoir model are also displayed in Fig. 1. 

In the case with the assumption that there is no change in gravity effect in terms of rock solid and pore 

fluid within  the model,  the  three  principal  stresses  are  uniformly  distributed,  as  shown  in  Fig.  2  on 

arbitrarily selected principal planes. In an environment of the strike‐slip fault, the maximum horizontal 

stress  is the  largest, the vertical stress  is the  intermediate, while the minimum horizontal stress  is the 

least. The shear and normal stresses also exhibit homogeneous distributions along the fault plane as a 
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fracturing  is  referred  to as  toughness‐dominated  regime. For a viscosity‐dominated  regime, however, 

the ܭ௠  is  small  and  the  energy  is mainly  consumed by  the  viscous  fluid  flow.  For  a  specific	ܭ௠, ܥ௠ 

always  evolves  from  zero  to  infinity  if  it  has  a  non‐zero  leak‐off  coefficient.  In most  applications  of 

hydraulic fracturing, the fluid is expected to be mainly stored in the fracture, that means ܥ௠ is expected 

to be smaller than 1.0. 

Great efforts have been made to obtain the asymptotic solutions for some regimes  in the plane strain 

model. The key  issue to construct the asymptotic solutions  is to capture the correct tip behavior, as  it 

controls  the  global  response  of  the  fluid‐driven  fracture  and  is  regime‐dependent.  These  asymptotic 

solutions are classified  into  the  toughness‐dominated  ௠ܭ) ൐ 4),  the  intermediate    (1 ൑ ௠ܭ ൑ 4), and 
the viscosity‐dominated ones (ܭ௠ ൏ 1). These asymptotic solutions can be further classified according 

to   .௠ܥ The  asymptotic  solutions  are  regime‐dependent,  and  they  have  good  accuracy  only  if  the 

material  properties  fall  into  their  ranges.  Although  Spence  and  Sharp  have  proposed  a  regime‐

independent asymptotic solution for arbitrary ܭ௠ values,  leak‐off  is not considered  in their asymptotic 

solution, and fracture toughness is not prescribed as an input material parameter. A uniform framework 

that  incorporates all the asymptotic solutions does not exist yet, although all the asymptotic solutions 

have the same theoretical basis and assumptions.  

A  possible  way  to  investigate  hydraulic  fracturing  propagation  regimes  in  a  uniform  way  is  to  use 

numerical  methods.  The  common  numerical  method  for  hydraulic  fracturing  is  the  displacement 

discontinuity method, which  is  a  variant  of  the  boundary  element method. Great  efforts  have  been 

made  to  investigate  hydraulic  fracturing  propagation  regimes with  finite  element method  in  recent 

years, as  the  finite element method can overcome  the  limitations  that are  imposed on  the boundary 

element method.  Chen  investigated  the  toughness‐dominated  and  viscosity‐dominated  regimes with 

zero  leak‐off  using  finite  element method.  Similarly,  Carrier  and Granet  investigated  the  toughness‐

dominated regime with small and large leak‐off, and the viscosity‐dominated regime with zero and large 

leak‐off. The cohesive zone model rather than LEFM was used to simulate fracture propagation in their 

investigations. A  key  issue  for  cohesive  zone model  is  that  special  technique  is needed  to ensure  its 

numerical stability because of the negative tangential stiffness  in the cohesive constitutive  law. Based 

on LEFM, Lecampion applied the extended finite element method to  investigate the hydraulic fracture 

problems,  and  proposed  special  functions  to  capture  the  tip  asymptotes.  Also  based  on  LEFM,  

Hunsweck  et  al proposed  a  coupled  finite  element method  and  investigated  the  viscosity‐dominated 

hydraulic  fracturing propagation  regime  for  impermeable elastic medium. Their work  is based on  the 

assumption that the fluid front never reaches the fracture tip. The purpose of the assumption is to avoid 

addition care to deal with the contact condition at the fracture tip. 

In this paper, an alternative numerical method based on finite element method is proposed to uniformly 

investigate  the hydraulic  fracturing propagation  regimes  in  the plane strain model based on LEFM.   A 

distinctiveness of the proposed method is that no special attention is paid to the fracture tip behavior, 

even  when  the  fluid  front  coincides  with  the  fracture  tip.  In  addition,  a  wide  range  of  hydraulic 

fracturing propagation  regimes  can be uniformly  investigated  by  the  proposed method, which  range 

from the toughness‐dominated case to the viscosity‐dominated case, and from zero  leak‐off examples 

for impermeable elastic medium to leak‐off examples for permeable elastic medium.  

The assumptions shared by  the numerical method and  the asymptotic solutions are LEFM,  lubrication 

theory,  Carter's  leak‐off  model  for  fluid  penetration  into  permeable  solid  medium  from  hydraulic 
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Table 5 ‐ Parameters for the simulations 

Elastic modulus   E  18000MPa 

Poisson’ s ratio    0.2 

Injection rate  Q0  0.001m2
/s 

Dynamic viscosity     7.98e‐7KPa.s  

Fracture toughness 
ICK   4MPa.m1/2 (large toughness case,  mK =4.53) 

1.77MPa.m1/2(intermediate case,  mK =2.00) 

0.25MPa.m1/2(large viscosity case,  mK =0.28) 

Leak‐off coefficient 
lC   0.0(zero leak‐off examples) 

7.0e‐5 m‧s1/2(non‐zero leak‐off examples) 

 

(i) Toughness‐dominated case 

For the leak‐off example, the injection efficiency equals 0.426 when ܥ௠ equals 1 in the numerical result, 

and  it equals 0.406 when ܥ௠ equals 1  in the ܭܭ෩ edge solution.   Fig. 7  illustrates the numerical results 

and the asymptotic solutions for the toughness‐dominated case.  
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Figure 12 ‐ Fig. 7 Asymptotic and numerical solutions of net pressure at inlet (a), fracture width at inlet (b), half fracture length 
(c), and fracture width profile ( lt = 11.1m) (d) for large toughness case 

(ii) Intermediate case 

For the leak‐off example, the injection efficiency equals 0.294 when ܥ௠ equals 1 in the numerical result, 

and  it  equals  0.290 when   ௠ܥ equals  1  in  the  intermediate  solution.  The  numerical  results  and  the 

asymptotic solutions for the intermediate case are plotted in Fig. 8. 

 

10 20 30 40 50 60 70
0

1

2

3

4

5

N
et

 p
re

ss
ur

e 
at

 in
le

t (
M

P
a)

Time (s)

 Numerical, zero leak-off
 Numerical, leak-off
 Intermediate solution, zero leak-off
 Intermediate solution, leak-off
     

 
10 20 30 40 50 60 70

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

F
ra

ct
ur

e 
w

id
th

 a
t i

nl
et

 (
m

m
)

Time(s)

 Numerical, zero leak-off
 Numerical, leak-off
 Intermediate solution, zero leak-off
 Intermediate solution, leak-off
     

 

                      (a)                                     (b) 



RPSEA 09122‐06  Final Report  August 30, 2015 

38 
 

10 20 30 40 50 60 70
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

F
ra

ct
ur

e 
w

id
th

 a
t i

nl
et

 (
m

m
)

Time(s)

 Numerical, zero leak-off
 Numerical, leak-off
 Intermediate solution, zero leak-off
 Intermediate solution, leak-off
     

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0



H
al

f 
fr

ac
tu

re
 le

ng
th

 (
m

)

 Numerical, no leak-off
 Numerical, leak-off
 Intermediate solution, leak-off
 Intermediate solution, no leak-off
     

 

                      (c)                                     (d) 

Figure 13 ‐ Asymptotic and numerical solutions of net pressure at inlet (a), fracture width at inlet (b), half fracture length (c), and 
fracture width profile (lt = 13.5m) (d) for intermediate case 

  (iii) Viscosity‐dominated case  

For the leak‐off example, the injection efficiency equals 0.254 when ܥ௠ equals 1 in the numerical result, 

and it equals 0.249 when ܥ௠ equals 1 in the ܯܯ෩  edge solution. Fig. 9 shows the numerical results and 

the asymptotic solutions for the viscosity‐dominated case.  
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Figure 14 ‐ Asymptotic and numerical solutions of net pressure at inlet (a), fracture width at inlet (b), half fracture length (c), and 
fracture width profile (lt = 14.2m) (d) for large viscosity case 

Although  it  is  shown  in  Figs.  7‐9  that  the  gap  between  the  numerical  results  and  the  asymptotic 

solutions on net pressure at  inlet,  fracture width at  inlet, and  fracture half  length  increases when  the 

fracture  propagates,  it  is  clear  that  the  numerical  results  have  good  agreements  with  asymptotic 

solutions  in the six examples when the half fracture  length  is not  longer than 15m. The validity of the 

proposed numerical method is verified. Apparently, the good agreement on fracture length and fracture 

width  between  the  asymptotic  solutions  and  the  numerical  results  leads  to  the  good  agreement  on 

injection efficiency, which can be seen in Fig. 10 for the example of intermediate case with leak‐off.  

10 20 30 40 50 60 70
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8



Time(s)

 Intermediate solution
 Numerical, intermediate

 

Figure 15 ‐ Evolution of injection efficiency for the example of intermediate case with leak‐off 

Both numerical  results  and  the  asymptotic  solutions  in  Figs.  7‐9  show  that  for  specific  fracture  half‐

length in each case, the fracture profile around the inlet in the leak‐off example is slightly different from 

that of  zero  leak‐off examples.  It  is  shown  in  Figs 7‐8  that when ܭ௠  is not  smaller  than 2.0,  the  tip 

behavior in the leak‐off example is much similar to that in the example with zero leak‐off. However, it is 

demonstrated by the numerical results and the asymptotic solutions  in Fig. 9(d) that  leak‐off has non‐
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ignorable effect on tip behavior for the  large viscosity case. This observation has good agreement with 

the tip behavior analysis.  

The good approximation of the numerical result for the case with small ܭ௠ to the asymptotic solution 

for the case with zero ܭ௠ in Fig. 9 is also found elsewhere. 

Some discussion  

For a  constant  injection  rate, hydraulic  fracturing has  the property of  self‐similarity when  there  is no 

leak‐off. To study the self‐similarity  in the proposed numerical method, virtual net fluid pressure  0

1

l
lp   is 

defined in the following form as 
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in which  ௟ܲబሺ0ሻ and  ௟ܲభሺ0ሻ are net fluid pressures at the inlet when l equals l0 and l1, respectively, and 

௟ܲభሺߦሻ	is net  fluid pressure at ߦ when  l equals  l1. The net  fluid pressure profiles  ସܲ.଴ሺߦሻ  in  the  three 
examples with  zero  leak‐off  in  the  investigation  sub‐section  are plotted  in  Fig. 11(a),  including  those 

obtained  by  the  numerical method  and  by  some  of  the  asymptotic  solutions.  The  virtual  net  fluid 

pressure profile  ෨ܲସ.଴
଼.଴ሺߦሻ and net fluid pressure profile ଼ܲ .଴ሺߦሻ obtained by the numerical method for the 

three examples with zero leak‐off in the investigation sub‐section are plotted in Fig. 11 (b).  
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Figure 16 ‐ Net pressure profiles with l = 4m (a) and l = 8m (b), and virtual net pressure profiles with l0=8m and l1=4m (b) 

It  is worth pointing out that the net fluid pressure profiles obtained by the asymptotic solutions  in Fig. 

11(a) are truncated at  0.99   because of the net pressure singularity at the fracture tip. It is observed 

in Fig. 11(a) that the net pressure profiles obtained by the numerical method have excellent agreement 

with those obtained by the asymptotic solutions for the toughness‐dominated and  intermediate cases. 

Although in the viscosity‐dominated case the net pressure profile obtained by the numerical method is 

slightly different from that by the asymptotic solution around zero net‐pressure zone, the net pressure 

over there has limited contribution to fracture width and the overall numerical result matches well with 

the asymptotic solution as shown in Fig. 9. The good agreement between the net pressure profiles and 
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the  virtual  net  pressure  profiles  shown  in  Fig.  11(b) means  that  the  properties  of  self‐similarity  in 

hydraulic fracturing is well reflected by the numerical method.  

Although the asymptotic solutions and numerical method share  the same theoretical background, the 

domain  in the asymptotic  is  infinite, and the domain  in the numerical method  is finite. Two additional 

numerical models are used here to study the dependence of numerical results on domain size. The edge 

lengths  of  the  square  domains  in  the  two  numerical models  are  120m  and  240m,  respectively.  The 

elements  in the  investigation sub‐section can be treated as a set of the elements  in the two numerical 

models. The characteristics size of the other elements in the two models is 3.5m. Like the model in the 

investigation  sub‐section,  the  left  edges  of  the  two models  are  fixed  in  e  direction,  and  the  bottom 

edges except the fracture zone are fixed in y direction. There are also six examples in each model, which 

have  the  same material parameters and  initial conditions with  the examples  in  the  investigation  sub‐

section. 

For the two square models and the rectangular model in the investigation sub‐section, some numerical 

results of the examples of large toughness and zero leak‐off are plotted in Fig. 12, as well as the near K 

asymptotic  solution.  It  is  seen  in  Fig.12  that  on  the  beginning  the  numerical  results  have  no  big 

difference from each other and they are very close to the analytical solution. The reason is that on the 

early time the  fracture  is short, and the domain effect  is  limited. However, when the  injection time  is 

larger  than 20 seconds,  the effect of domain size gets apparent, and  the numerical results of  the  two 

square models get improved compared with those of the model in the investigation sub‐section. Similar 

improvements are also observed  in other examples of  the  two models. These  improvements  indicate 

that  domain  difference  is  an  import  source  that  contributes  to  the  gap  between  the  asymptotic 

solutions and the numerical results as shown in Fig. 7‐9.  
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Figure 17 ‐  Asymptotic and numerical solutions of net pressure at inlet (a), fracture width at inlet (b), half fracture length (c), 
and fracture width profile ( lt = 11.1m) (d) of the examples with large toughness and zero leak‐off 

It  is seen  in Fig. 11 that the fracture tip gets more singular with decreasing ܭ௠. This  indicates that the 
examples in the large viscosity case is harder to get convergent than those in other cases. The number of 

iteration needed to solve the non‐linear coupled Eqs. (19) and (28) in the large viscosity examples of the 

square models are plotted  in Fig. 13 for the first 100 steps.  It  is seen  in Fig. 11 that  in most steps the 
solution gets  convergent within  ten  iterations. This phenomenon  is also  found  in all other examples, 

including  those  in  the  investigation  sub‐section.  This  means  that  the  proposed  method  has  good 

robustness.  
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Figure 18 ‐ Number of iteration in the first 100 steps of the large viscosity examples in the square models: (a) examples without 
leak‐off; (b) examples with leak‐off. 
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Simulation results & verification 

(i) Fluid pressure and fracture width at the injection points, and fracture length 
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(a) Fluid pressure at the injection points 
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(b) Fracture width at the injection points 
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 (c) Fracture length 

Figure 22 ‐ Numerical results for the CZ Model and semi‐analytical solution for the LEFM model. 

AS CZ model is always more flexible than the LEFM model, so the fracture width obtained by CZ model is 

wider than that by the LEFM model, as can be seen  in Fig. 2(c). The wider fracture width  in CZ model 

leads to its shorter fracture length as shown in Fig. 1(b). This shorter and wider fracture obtained by CZ 

model  is also  found  in  the  literature  [3]. The CZ model‐based mode  is  verified. To appraise effect of 

hydraulic fracturing on the possibility of fault reactivation, the key parameter is the net pressure on the 

fracture surface. It is seen Fig. 1(c) that the net pressure obtained by the CZ model has good agreement 

with that by the LEFM model. 

2.5.  Fault Reactivation Assessment 
A 3D numerical model was developed using the finite element method.  It can be used to describe the 

change  of  the  principal  stresses  in magnitude  and  orientation  in  3D  space  potentially  influenced  by 

hydraulic fracturing, which would provide important information for design of an optimal azimuth of the 

horizontal  lateral  to  be  drilled  and  adequate  perforation  cluster  spacing.  Multiple  fractures 

simultaneously created at one single stage can be considered and stress disturbance can be assessed. 

The  fault  intersecting  the  reservoirs  is  included  and  the  state  of  stress  along  the  fault  plane  can  be 

identified  based  on  the  ratio  of  shear  stress  to  effective  normal  stress  following Mohr  –  Coulomb 

criterion.  

The coulomb failure criterion was used in order to describe the slip tendency of the given fault plane or 

stress  state.    These  stresses,  taken  from  the  finite  element  stress  tensors  evaluate  their  ratio  to  a 

generalized failure criterion.   

The general approach of Coulomb Failure Criterion is shown below. 

߬ ൐ ߬௙ ൌ ܵ଴ ൅  ௡ߪߤ

Where	߬௙	, a  failure criterion  is  set by a maximum  shear  stress  limit and ߬  is  the measured or 

calculated shear stress.   Therefore, ߪ௡ is the stress normal to the plane and ߤ is the resistive or 
frictional coefficient.   
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The Anderson fault theory is used to determine the principal stress relationships, representative of each 

type of faulting (i.e. possible reactivation).  
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2.5.1.  Slip‐tendency of faults 
Geological  discontinuities  such  as  faults  are  inherent  in most  of  the  petroleum‐bearing  formations. 

Frictional sliding of the faults, therefore, can be expected to occur on a fault plane when the shear stress 

is  sufficient  to  overcome  resistance  to  sliding.  This  relationship  is  known  as  the  Coulomb  criterion 

(Jaeger et al. 2007).  

 
߬ ൌ ܵ଴ ൅   ௡ߪߤ

where S0 is known as the cohesion (strength on pre‐existing faults due to a healing mechanism), 

τ is the shear stress along the fault plane, σn the effective normal stress, defined as (Sn ‐ Pp), and 

µ  is a material property,  called  the  coefficient of  static  friction. Sn  is  the normal  stress on  the 

plane,  Pp  is  the  pore‐pressure,  a  compression  positive  sign  convention  is  adopted  here.  Since 

poroelastic effects are not considered, we use σ (σ1, σ2, σ3, σn etc.) to represent the total stresses 

in the following contents.  

 
The  shear  and  normal  stresses  that  act  on  a  fault  plane  are  functions  of  the  fault  orientation with 

respect to the horizontal plane and can be shown as follow: 
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where  β  is  the  angle  between  the  normal  direction  of  the  fault  plane  and  the  first  principal 

direction.  To  calculate  shear  and  normal  stress  on  an  arbitrarily  oriented  plane  in  three 

dimensions, please refer to Zoback (2007).   It should be noted that the calculated slip‐tendency 

for arbitrarily oriented fault planes in 3D is less than that obtained for fault plane parallel to the 

intermediate principal stress.  

We are using  the  slip  tendency  (Ts) as a  criterion  to evaluate  the  stability  states of  faults before and 

during hydraulic fracturing operations. The calculation of the slip tendency is derived from the following 

procedures. 

 



RPSEA 09122‐06  Final Report  August 30, 2015 

48 
 

The  slip  tendency  (Ts)  along  an  arbitrarily oriented plane  at  an  angle β  to  the  first principal  stress  is 

defined as (Morris et al. 1996):  

௦ܶ ൌ
߬ሺఉሻ െ ܵ଴
௡ሺఉሻߪ

  

 
The  fact  that  the  stress  state  in many  reservoirs  is  controlled  by  the  frictional  strength  of  optimally 

oriented faults indicates that the faults are under a critically stressed state (Zoback 2007).  For any given 

stress state, the slip tendency and the orientation of the corresponding sliding plane are functions of the 

maximum and minimum principal stresses.  The calculated slip tendency can be compared then with the 

coefficient of friction of the fault  in order to quantify the stability state of the fault. When performing 

hydraulic stimulation, the underground stress field will be altered due to the creation of fractures; so is 

the  slip  tendency.   We  compare  the  slip  tendency  calculated  before  and  during  hydraulic  fracturing 

stimulation in order to evaluate whether the fault would become more stable or would be activated.  

It should be mentioned that only compressional shear failure along faults is considered and the cohesion 

of faults is assumed to be zero. These assumptions were used by investigators to study the reactivation 

of  faults with widely  ranging  orientations with  respect  to  the  direction  of maximum  principal  stress 

(Sibson 1985, 1990; Hill and Thatcher 1992; Stein et al. 1992). The combined shear and tensile failure is a 

complex process due to the angular relation of a fault plane with respect to stress field and because of 

the possibility of initiating shear or tensile failure in rock matrix before failure conditions are attained in 

the plane of weakness  (Fournier 1996). Failures  in extensional  field  require very  small  shear  stresses, 

lower than those that prevail within the uppermost crust (Fournier 1996; Streit 1999). Fournier (1996) 

discussed this problem in great detail. In recent US development of unconventional shale reservoir, sub 

vertical  and  open‐model  fractures  are  frequently  observed  in  outcrop  (Gale  et  al.  2014).  Under 

moderate  to deep burial  conditions, many natural  fractures are  lined or  sealed with mineral  cement 

over geological time scales (Laubach 2003). In Barnett shale, it is considered that the tensile strength of 

the contact between the cement and shale wall is low, which is manifested by commonly observed core‐

handling damage of sealed fractures (Laubach 2003; Gale et al. 2007).  

Reservoir  formations  contain widely  distributed  faults,  fractures,  and  other  planar  discontinuities  at 

many different scales and orientations, therefore it is critical to find the surface with a maximum value 

of slip tendency among all potential slip surfaces.  In other words, we assume all planar discontinuities 

are equally weak, distributed randomly in all directions and are in a critically stressed state under initial 

conditions,  then  the maximum  value  of  slip  tendency  calculated.    Should  be  equal  to  coefficient  of 

friction of  the discontinuities  (faults,  fractures, etc.).   This assumption was proposed and discussed  in 

great detail in Townend and Zoback (2000) and Zoback (2007).  During hydraulic fracturing stimulation, 

the stress field around the hydraulic fracture is altered; thus, the maximum slip tendency should also be 

changed. Therefore, the slip tendency can be used as an indicator of the stability state of discontinuities 

and faults around the stimulated region. 

In  this work,  the  coefficient of  friction  is  assumed  to be  independent of  stresses,  temperature,  rock 

types  and  acts  as  a  constant  for  all  faults  and discontinuities. Byerlee  (1978) demonstrated  that  the 

friction  behavior  in  laboratory  experiments  could  be  fit  by  a  bilinear  empirical  expression.  The 

coefficient of friction is found to be within a relatively small range (0.6≤µ≤1.0). In general, measurement 

of the friction coefficient is rarely done in the field due to its complexity and cost (Reches et al. 1992).  
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As  shown  earlier,  the  maximum  slip  tendency  (Ts)  and  the  angle  (β)  between  the  normal  of  the 

corresponding slip surface and  the maximum principal stress are  functions of principal stresses. Given 

normalized initial in‐situ stresses (σv/σh,min and σH,max/σh,min), Ts and β are obtained under different in‐situ 

stress  fields,  illustrated  in Error! Reference source not  found.. The relations among β, µ and σ1/σ3 are 

discussed in detail for different faulting environments in Zoback (2007).  

2.5.2.  Fault slip‐tendency during hydraulic stimulation 
Through the combination of Mohr‐Coulomb criterion and analytical solutions for the stress distribution 

around  a  single  fracture,  the  slip  tendency  of  faults  during  hydraulic  fracturing  stimulation  can  be 

derived.  Sneddon  and  Elliot  (1946)  derived  the  analytical  solutions  for  the  stress  distribution  in  the 

vicinity of a semi‐infinite crack in an elastic medium. In order to simplify the problem, they assumed that 

the  fracture  is open under uniform  internal pressure  and  it  is  in plane  strain  condition, with  limited 

height and infinite length.  

Error!  Reference  source  not  found.  illustrates  the  geometry  of  a  pressurized  crack,  x  indicates  the 

direction of minimum horizontal principal stress, y  indicates the vertical direction, and the direction of 

maximum horizontal principal  stress  is perpendicular  to  the  x‐y plane. The orientations of maximum, 

intermediate and minimum  stresses are  related  to  three  forms of  faulting environments according  to 

Anderson’s  fault  theory  (Anderson and Hubbert 1972). The vertical  stress  is considered as a principal 

stress, the directions of other two principle stresses are parallel to the earth’s surface. The slip tendency 

and  the  orientation  of  the  slip  plane  are  functions  of maximum  and minimum  principal  stresses,  as 

shown in Eq. Error! Reference source not found.. In the present study, we discuss the normal and strike‐

slip  faulting  environments.  For  the  reverse  faulting  environment,  the  hydraulic  fracture  plane  is 

horizontal. 

Normal faulting environment 

At  initial conditions, the slip tendency  is set equal to a particular coefficient of friction. With the given 

slip tendency, the ratio of σ1 to σ3 can be calculated based on Eq. (7). In this work, normal and strike‐slip 

faults are considered. σhmin  is  the minimum principal stress  (σ3)  in both normal and strike‐slip  faulting 

environment.  σv  is  the maximum  principal  stress  (σ1)  in  normal  faulting  environment.  In  strike‐slip 

faulting environment, σHmax is the maximum principal stress (σ1). σv is the intermediate principal stress, 

which  is  not  included  in  Mohr‐Coulomb  failure  criterion,  thus  not  considered  in  slip  tendency 

calculation. In addition, the applied injection pressure is usually larger than the minimum principal stress 

(σhmin), which is a prerequisite for hydraulic stimulation design. The difference between the injection and 

the  minimum  principal  pressure  is  called  net  pressure  (pnet).  Induced  stresses  around  pressurized 

hydraulic  fracture  are  functions  of  pnet,  as  shown  by  Sneddon  and  Elliot  (1946).  Here  pnet  is  also 

normalized by ߪ௛,௠௜௡
଴ , which is convenient with respect to hydraulic stimulation design.  

Strike‐slip faulting environment 

According to Anderson’s faulting theory, the strike‐slip fault requires that the maximum and minimum 

principal  stresses  lie  in  a  horizontal  plane,  so  that  σ1  =  σH,max,  σ3  =  σh,min.  The  analytical  expressions 

derived  by  Sneddon  and  Elliott  (1946)  assume  that  the  fracture  is  semi‐infinite, which  indicates  the 

generated maximum horizontal stress due to hydraulic stimulation could be calculated according to the 

plane  strain  condition.  In  actual  hydraulic  fracturing  process,  the  length  of  fracture  is  finite  in  the 

direction of maximum horizontal  stress  and  stress  state  right  at  the  fracture  tip does not  follow  the 

plane  strain  solution. However,  away  from  the  fracture  tip,  such  as  at  the  center of  the pressurized 
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hydraulic fracture, the 3D stress field could be approximated by the plane strain solution (Roussel and 

Sharma 2011; Cheng 2012), which is manifested in the following 3D numerical simulation. 

Slip tendency (Ts) is a function of initial in‐situ stresses.  During hydraulic fracturing stimulation, the slip 

tendency  is  calculated  on  the  plane with  dip  angle  β  determined  by  the  initial  stress  state.  The  slip 

tendency along the line with θ = 90° and θ = 30° are plotted vs. the dimensionless distance r/H in Error! 

Reference source not found.. θ = 90° represents a horizontal central line perpendicular to the fracture.  

(a) Indicates that the maximum slip tendency decreases during hydraulic stimulation, which implies the 

faults,  if  existing,  around  the  pressurized  fracture  become more  stable  along  these  paths.  The  slip 

tendency restores to  its  initial value as the distance from the fracture  increases. For θ = 30°, there  is a 

critical point  at  r/H = 0.5  that  implies when  r/H < 0.5,  the  slip  tendency  is  less  than  its  initial  value. 

Beyond the critical point, the slip tendency is larger than its initial value. This suggests that the stability 

states of  faults distributed along  the  line with θ = 30° change  from stable  to unstable as  the distance 

from the pressurized fracture  increases. Higher  in‐situ stress contrast, corresponding to  larger value of 

σ1/σ3, generates larger Ts and larger perturbed region of Ts. Despite this difference, the patterns of slip‐

tendency distributions around a pressurized fracture are the same for a particular faulting regime. In the 

following, only the  initial  in‐situ stresses corresponding to an  initial slip tendency of 0.6  is adopted for 

description concise.  

The shear and normal stresses around a pressurized fracture are functions of r and θ, and so is the slip 

tendency.  It  is  shown  that at  some distance  from  the pressurized  fracture, about  r>2.5H, Ts,  τ and σ 

remain as  constants along  r,  regardless of θ  value. Under  this  condition, a homogeneous  stress  field 

dominates the stress distribution, and the slip tendency is close to 0.6. However, within this range, Ts, τ 

and  σ  are  dependent  on  the  position  of  the  point  around  the  fracture with  a  completely  nonlinear 

relation. For θ > 50° and r < 2.5H, the slip tendency decreases as the θ increases and takes a value less 

than 0.6 and slip  tendency  reaches  to  its minimum value at   θ = 90°. This  indicates  that  the  faults or 

discontinuities  become more  stable within  this  range  and  they  become more  and more  stable  as  θ 

increases toward 90°. On the other hand, when θ < 50° the slip tendency is larger than 0.6, that means 

pre‐existing faults or discontinuities will become unstable within a zone of width less than 2.5 times the 

height of the fracture. Moreover, when θ < 50° the slip tendency increases with the decrease in θ at r < 

0.75H. However,  beyond  this  range  the  trend  is  reversed.  It  is  clearly  shown  that  the  extent  of  the 

unstable region is less than that of stable one.  

The normal and shear stresses calculated for different value of θ angle for both Normal and strike‐slip 

faulting  environments.    They  clearly  show  that  along  the  horizontal  line  perpendicular  to  fracture 

surface (θ = 90°), the shear stress decreases, while, the normal stress increases, and the combination of 

these two effects  leads to reduction of the slip tendency. Along the vertical  line (θ = 0°), however, the 

shear stress remains constant in the normal faulting environment since there is no change in the shear 

stress in this direction. In the strike‐slip faulting environment the shear stress increases where r < 0.5H, 

and decreases  if r > 0.5H. The normal stress on the other hand  increases  in vertical direction for both 

normal and strike‐slip faulting environments. Ts, τ and σ experience abrupt alteration at the point where 

r = 0.5H, especially when θ has low values, this is due to the stress singularity at the pressurized fracture 

tips.    

In many situations at scales comparable to horizontal well lengths, pre‐existing fractures and faults are 

presented in many rocks targeted for hydraulic fracturing (Laubach et al. 2009). Despite vertical coring is 
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in the least favorable configuration for sampling near vertical fractures, frequently observed sub vertical 

cement‐filled fractures in vertical shale core indicate they are abundant under the subsurface (Gale et al. 

2014). Some of these discontinuities are likely to be well‐oriented for slip in the initial in‐situ stress field 

prior  to  stimulation,  and  these  are  sometimes  termed  as  critically‐stressed  faults  or  discontinuities 

(Zoback  2007).  In  the  regions  surrounding  the  hydraulic  fractures where  r  <  2.5H  and  θ  <  50°,  the 

critically‐stressed faults and fractures (or any other kind of discontinuities), if they exist, are expected to 

slip on fault planes and to create a network of permeable flow paths, thus enhancing productivity from 

low permeability  reservoirs,  such as organic‐rich  shale gas  reservoirs. This discussion  is valid  for both 

normal and strike‐slip faulting environments.   

Successful  development  of  unconventional  reservoir  with  extremely  low  permeability  is  largely 

depended  on  natural  fracture  networks  underground  (Mayerhofer  et  al.  2010).  The  relationship 

between  fracture  development  and mechanical  stratigraphy  provides  a  way  to  extrapolate  surface 

geological  characteristics  and  scatter  information  from  field  and  laboratory  experiments  into  the 

subsurface at different simulated burial depths  (Corbett et al. 1987; Laubach et al. 2009). Mechanical 

stratigraphy  divides  stratified  rock  into  discrete  mechanical  elements  such  as  brittleness,  fracture 

mechanical properties, and rock strengths. 

The interaction between a hydraulic fracture and a natural fracture is a complex process. The hydraulic 

fracture  could  be  arrested  by  natural  fracture,  or  cross  natural  fractures. Microseismic  events were 

observed well after the  fracture  tip has passed.  In some cases, half or more of the seismic events are 

clearly not related to the fracture tips and occur all along the length of the existing fracture (Warpinski 

et al. 2013). These events are most  likely  caused by  leakoff of  the high‐pressure  fracturing  fluid  into 

natural fractures or other permeable discontinuities which intersect with created hydraulic fracture. For 

example,  natural  fracture may  be  perpendicular  to  the  created  hydraulic  fracture. When  hydraulic 

pressure  is sufficient enough  to overcome  the stress acting on natural  fractures  (maximum horizontal 

stress plus induced stress by hydraulic fractures), the nature fractures or other discontinuities tend to be 

opened  and  act  as  flow  paths.  Due  to  pore  pressure  dissipation  during  these  processes,  the  slip‐

tendency tends to be raised, the contour of it would be enlarged. 

The net pressure is equal to the hydraulic pore pressure minus the minimum horizontal stress σhmin. It is 

shown  that higher net pressures  generate  a  larger magnitude of  slip  tendency where  r  > 0.5H.    The 

normal faulting environment demonstrates larger variations in slip tendency than the strike‐slip faulting 

environment  as  a  function  of  hydraulic  net  pressure.    The maximum  differences  of  Ts,  τ/σh,min  and 

σn/σh,min between the two faulting stress regimes are 0.01, 0.12 and 0.06, respectively. Where r < 0.5H, 

the relationships are reversed, and the faults under the strike‐slip faulting environment become more 

stable than in the normal faulting environment. 

2.5.3.  Numerical analysis of Fault Slip Tendency 
Numerical modeling of stress distributions around pressurized fractures has been well described  in the 

literature (Warpinski and Branagan 1989; Roussel and Sharma 2011; Cheng 2012). Stress reorientation 

and  stress  interference  of  multiple  fractures  were  also  analyzed  for  the  purpose  of  well‐spacing 

optimization.  In this study, 3D finite element models are developed to simulate the distribution of slip 

tendency for faults parallel to σHmax in a normal faulting regime and for faults parallel to σv in a strike‐slip 

faulting  regime.  We  used  in‐house  codes  to  perform  simulations.  The  element  type  was  20‐node 

hexahedron element. The bottom boundary was fixed in vertical direction. Roller boundary and traction 
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boundary conditions were used for the rest of boundaries  in order to generate horizontal and vertical 

stresses. 

The  fracture  surfaces  on which  hydraulic  pressure  is  imposed  are  treated  as  interior  boundaries  in 

numerical model, where a constant pressure  is acting normally on the surfaces of the fractures. When 

hydraulic pressure  is applied,  the pressure  is  transferred  into node  forces, and  the  forces are applied 

along  the  surfaces. The  remaining model  should experience  stress  redistribution  so  that  the  surfaces 

where  hydraulic  pressure  is  applied  are  indeed  ‘interior  boundaries’.  The  basic  reservoir model  and 

fracture  properties  are  provided.    Multiple  pressurized  fractures  are  assumed  having  the  same 

dimensions within the model and fracture spacing  is set to be 100 ft. The  influence of fracture spacing 

on stress distributions was analyzed  in Germanovich and Astakhov (2004), Roussel and Sharma (2011) 

and Cheng (2012). As stated earlier, the faults and other discontinuities are under critical conditions, and 

have an  initial  in‐situ  stress  field, which generates a  slip  tendency of 0.6 on a plane with  the angle β 

equal to 60°.    In the normal faulting environment, the ratio of vertical to minimum horizontal stresses 

(σv/σh,min)  is calculated as 3.12.    In strike‐slip faulting environment, the ratio of maximum horizontal to 

minimum horizontal stresses (σH,max/σh,min)  is also 3.12. For all the numerical models, pnet/σh,min  is set as 

0.2.  

2.5.4.  Effect of a single pressurized fracture on fault stability 
The analytical solution for stress distribution around a single pressurized fracture was derived based on 

the plane strain condition (Sneddon and Elliot 1946; Atkinson 1987). In this study, the results of the 3D 

numerical model with  a  single  fracture were  compared with  analytical  solutions.  Induced  horizontal 

stresses  in the directions perpendicular (Δσyy) and parallel (Δσxx) to the fracture as well as the  induced 

vertical  stress  (Δσzz)  were  calculated  along  a  symmetric  line  of  the  fracture.  This  symmetric  line  is 

perpendicular  to  the  fracture.  The  normalized  induced  stresses  represented  by  the  ratio  of  stress 

changes  to the net pressure  (pnet), along the distance perpendicular to  fracture  face  (L) normalized by 

fracture height (H).  

An excellent agreement has been achieved between the numerical and analytical solutions. The similar 

verification  of  the  stress  distribution  around  a  pressurized  fracture  can  be  found  in Warpinski  and 

Branagan (1989), Roussel and Sharma (2011), and Cheng (2012). The induced stresses in the y‐direction 

(direction  of  the  initial minimum  horizontal  stress)  are  always  larger  than  those  in  the  x‐direction 

(direction of the initial maximum horizontal stress) and the extent of the stress‐reversal region and the 

reoriented‐stress region largely depends on the initial in‐situ stress contrast and net pressure. When the 

initial in‐situ stress contrast (σxx – σyy) is larger than the generated stress contrast (Δσyy – Δσxx), there will 

be no stress‐reversal region in the vicinity of the fracture, however, a reoriented‐stress region still exists 

around the fracture tips.  

Based  on  3D  numerical  simulations,  the  generated  stress  contrast  (Δσyy  –  Δσxx)  normalized  by  net 

pressure (pnet = 1000 psi) is plotted along a symmetric line normal to the fracture.  The maximum ratio of 

the generated stress contrast (Δσyy – Δσxx) to net pressure (pnet)  is  less than 0.7 and there would be no 

stress‐reversal  regions  if  the normalized  initial  in‐situ  stress  contrast  (σxx – σyy)/pnet  is  larger  than 0.7. 

Here, we assume (σxx – σyy)/pnet is larger than 0.7 for normal faulting environment, that means there are 

no stress‐reversal regions around the single pressurized fracture, is still applicable for the calculation of 

slip‐tendency.  In strike‐slip  faulting environment,  (σxx – σyy)/pnet  is equals to 10.6, so that there are no 

stress‐reversal regions around the pressurized fracture, in this case the slip‐tendency can be obtained.  
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As mentioned before, we evaluate the slip tendency at each node of the numerical model on a plane 

with β equal to 60°. Distributions of normalized normal and shear stresses (σn/pnet, τ/pnet) on a vertical 

profile  through  the  center point of  the pressurized  fracture  are presented  for normal  and  strike‐slip 

faulting environments, respectively. The shear stress  (τ/pnet) on  fault planes with β = 60° has both the 

maximum  and minimum  values  around  the  fracture  tips,  since  the  direction  of  shear  stress  (σvh)  is 

opposite to each other on the two sides of the fracture. The distribution of normalized shear and normal 

stresses  are  anti‐symmetrical  relative  to  the  fracture  for  the  normal  faulting  environment, which  is, 

however,  symmetrical  for  the  strike‐slip  faulting environment. This  is due  to  the  fact  that  the normal 

fault plane at each  finite element node  intersects  the pressurized  fracture with an  intersection  line  in 

horizontal  direction,  as  indicated  (b),  however,  the  strike‐slip  fault  plane  has  an  intersection  line  in 

vertical direction. Generally, the hydraulic pressure creates  larger normal stress (σn/pnet)  in the regions 

around  the  fracture surfaces and  leads  to  the decease of normal stress  in  the  regions extended  from 

fracture tips due to the tensile stress created around fracture tips. 

The  distribution  of  slip  tendency  for  normal  and  strike‐slip  faulting  environments,  respectively.  The 

contour  lines  in (a) and (b) represent the  initial slip tendency of 0.6. After applying hydraulic pressure, 

the  slip  tendency  tends  to  decrease  along  the  distance  perpendicular  to  the  fracture  face,  which 

indicates the faults or other discontinuities (such as natural fractures) become more stable within this 

region. On  the other hand, along  the distance parallel  to  the  fracture  face,  the slip‐tendency  tends  to 

increase,  this  indicates  that  the discontinuities become unstable and have potential  to slip within  this 

region.  The  stable  and  unstable  regions  are  shown  in  a  3D model(c).    The  unstable  region  could  be 

treated  as  stimulated  zone,  where  permeability  could  have  been  improved.  The  above mentioned 

characteristics of the normal faulting environment are also valid in the strike‐slip faulting environment.   

Three  parallel  fractures were  simultaneously  generated  in  our  3D  numerical model  through  a  single 

stage hydraulic fracturing treatment with three perforation clusters, vertical profiles for the distribution 

of shear and normal stresses projected on a plane with β equal to 60° (Figure 3) at each numerical node. 

The shear stresses (τ/pnet) around the tips of the two out most fractures are increased significantly due 

to the creation of hydraulic fractures. Within the regions between the two out most fractures, the shear 

stresses  (τ/pnet) decrease while  the normal stresses  (σn/pnet)  increase. Similar  to  the single pressurized 

fracture model,  the  distributions  of  shear  and  normal  stresses  are  non‐symmetrical  relative  to  the 

fractures  for  the  normal  faulting  environment,  and  are  symmetrical  for  the  strike‐slip  faulting 

environment. 

The distribution of the slip tendency under normal and strike‐slip faulting environments. The trends of 

slip‐tendency  distribution  for models  having multiple  pressurized  fractures  are  similar  to  those  of  a 

single pressurized fracture.  In the direction normal to the fracture faces, the slip tendency  is  less than 

the initial value of 0.6 and the minimum slip tendencies occur at the regions close to the fracture faces 

having the values of 0.473 and 0.476 for normal and strike‐slip faulting environments, respectively. On 

the other hand, along  the direction parallel  to  the  facture  faces, especially  for  the regions nearby  the 

fracture  tips,  the  slip  tendency  is  greater  than  0.6 where  the maximum  values  of  slip‐tendency  for 

normal and strike‐slip faulting environments are 0.925 and 0.944, respectively. The extent of unstable 

regions on the boundaries (a)  is 2200 ft. and 3000 ft. for normal and strike‐slip faulting environments, 

respectively.  The  extent  of  unstable  regions  on  the  boundaries  in  (b)  are  1180  ft.  and  1100  ft., 

respectively. (c) Present the contour surface for a slip tendency of 0.6.  
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Comparing the distributions of slip tendency from to, following observations have been made: (1)  It  is 

found  that  the  shapes of  the  slip‐tendency  contours are highly depends on  the  types of  faults;  (2)  If 

critically  stressed  faults  or  other  discontinuities  (such  as  natural  fractures)  exist within  the  unstable 

regions  around  the  hydraulic  fracture,  these  regions  can  be  considered  as  improved  apparent 

permeability regions.  

2.6.  Fracture Efficiency Assessment 
Velocity and pressure fields for an incompressible fracturing fluid can be obtained solving Navier‐stokes 

equations using  finite difference  technique. Under  the assumption of  constant density,  the mass and 

momentum governing equations can be simplified as follow: 
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The mass conservation equation is time‐independent for incompressible flow that makes it an additional 

constraint  for  the momentum  conservation equations. To  capture  the dynamics of  flow, a commonly 

used projection method  is preferred  to solve discrete equations. The key advantage of  the projection 

method  is  to  decouple  velocity  and  the  pressure  fields. Nonlinear  convection,  viscous  diffusion  and 

pressure correction can be calculated in three steps: I) Solve the momentum equation for intermediate 

velocity  field without  explicit  pressure  variation,  then  II)  Solve  pressure  Poisson  equation  based  on 

intermediate velocity field and III) Update the intermediate velocity field using pressure gradient.  

2.6.1.  Proppant transport in hydraulic fractures 
Proppant pumped in vertical hydraulic fractures mainly moves in two directions, horizontal and vertical. 

Horizontal movement along fracture  length follows fluid flow  in horizontal direction where no slippage 

between  proppant  and  fluid  is  concerned.  Horizontal movement  of  proppant  in  the  fracture width 

direction is usually negligible due to the small scale of the fracture width in compare to fracture length 

and  height.  Vertical motion  of  proppant,  however,  is  induced  by  fluid  flow  in  vertical  direction  and 

gravity forces. Vertical velocity of proppant is referred as settling velocity and is influenced by fracturing 

fluid  properties  (density  and  viscosity),  solid  properties  (proppant  size  and  density)  and  fracture 

geometry.  Proppant  settling  stops  when  the  proppant  concentration  in  the  slurry  reaches  to  the 

maximum value beyond which  it cannot move, or  the  fracture width becomes so small  that proppant 

particles stuck by fracture walls due to proppant particles form a bank filling the fracture.  

The governing equation for proppant concentration is: 
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Where ݒ௫
௣
 and ݒ௬

௣
 are proppant velocity in horizontal and vertical direction respectively, ݒ௫ and 

 ௬ݒ is  fluid  velocity,   ௦௘௧௧௟௘ݒ is  proppant  settling  velocity  induced  by  gravity,  c  is  the  proppant 
concentration by volume.  

Finally, the corrected settling velocity can be obtained as: 

 
vୱୣ୲୲୪ୣ ൌ Vஶ ൥0.563 ቆ

d୮
ݓ
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ଶ

െ 1.563 ቆ
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2.6.2.  Fracture Geometry and Permeability 
Different hydraulic fracturing models have been developed to study the nonlocal relationship between 

the net pressure in the fracture and fracture width and non‐linear relationship between the fluid flow in 

the fracture and fracture width including the plane strain, PKN, and axisymmetric penny‐shaped models.  

In  this paper, an  in‐house numerical  simulator  (HFWVU) based on PKN model and  the  finite element 

method is used to simulate hydraulic fracturing in a unified way where no additional effort is needed to 

track the  fluid  front explicitly when a  fluid  lag exists or occurs. The simulation results of HFWVU have 

been  confirmed with  asymptotic  solutions  in  different  hydraulic  fracturing  regimes.    After  expected 

hydraulic  fracture  length  is  achieved  injection  stops  and  fracturing  fluid will be produced during  the 

flow‐back process and fracture starts to closing up due to overburden pressure. This process  increases 

the proppant  concentration  till  it  reaches  a maximum  value depending on  the proppant  distribution 

during  injection period and stops the fracture walls from closing the fracture. The maximum proppant 

concentration required to stop closing the fracture is around 0.634, assuming the proppant particles are 

perfect  spheres and  considering  irregular  sphere packing  theory. This  is also verified by experimental 

studies using different proppant size. Experimental studies show that fracture width can be reduced by 

about 16% from 0 closure stress to 8000 psi closure stress.  

While  studies  did  confirm  that  closure  pressure  can  crush  proppant  particles  or  embed  proppant 

particles into fracture walls, leading to a reduction of proppant pack permeability, it is also shown that 

this effect can be ignored when the closure pressure is under 4000 psi. 

2.6.3.  Fluid flow during production 
During the gas production from the hydraulically fractured reservoir, single‐phase gas flow in proppant 

pack  is governed with  similar mass and momentum  conservation equations  that govern  fluid  flow  in 

porous media.  

The governing equation of compressible fluid flow in porous media can be written as: 
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First  the  proppant  distribution  in  a  single  hydraulic  fracture  is  obtained  and  then  hydraulic  fracture 

geometry  and  fracture  permeability  after  flow back  is  calculated.  The  simulation  results  of hydraulic 

fracture geometry and permeability after the flow back are then used in a fractured reservoir model for 

hydraulic  fracturing  performance  optimization.  Here,  the  dimensionless  productivity  index   ”ܫ“ is 
employed to compare the performance of different hydraulic fracturing operations. 
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the stress change seen at the site of injection is much higher than that seen a distance (50 m) from the 

fracture tip.  

 

(a)         (b)            (c) 
Figure 70 The Static Component Stress Distribution Surrounding a Single Fracture, t=60s 

These  figures  of  Figure  71  (a)	ߪଵ,  (b)   ,ଶߪ and  (c)   ௩௠representߪ the  consolidated  component  stress 

distributions surrounding the fracture at the injection site and at a distance 50 meters from the injection 

site.   The first two Figure 71 (a) and (b) represent the principle stresses  in two‐dimensions, that  is the 

maximum and minimum.  The third Figure 71 (c) is representative of the Von Mises stress distribution.  

These  represent  the  stress  transformation  of  the  component  stress  tensors  shown  independently  in 

Figure 70.  This information is useful in deciphering the interactions in comparison with the component 

stresses.    Their  appearances  seem  to  simply  be  rearranged  between  the  diagrams  but  they  provide 

useful  insight  to  other  applications.    The  Von Mises  is  reflective  of  all  the  stress  contributions  and 

therefore lends insight to the dominant stresses.  A different relationship can clearly be seen in the peak 

of the Von Mises stress which displays the transition between the dominant stress components.   

 

(a)         (b)            (c) 
Figure 71 The Static Principle Stress Distribution Surrounding a Single Fracture, t=60s 

Figure 72 represents the profile of the fracture with respect to the component stresses.   These figures 

(a)	ߪ௫, (b) ߪ௬, and (c) ߬௫௬ are shown with respect to the profile reservoir cross‐sections along lines C – C’ 
(green) and D – D’ (blue).   These same  line  location profile plots are shown  in Figure 73 (a)	ߪଵ, (b) ߪଷ, 
and (c) ߪ௏ெ 
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(a)        (b)        (c) 

Figure 72 The Static Component Stress Profile Surronding a Single Fracture, t=60s 

 

(a)        (b)        (c) 

Figure 73 The Static Principle Stress Profile Surrounding a Single Fracture, t=60s 

The previous figures defined a static snapshot of the stress distribution at two different locations taken 

at the same instant in time.  This is useful for comparison to other similar studies however the transient 

response  is of concern with  relation  to  this  investigation.   The  time dependent behavior of  the stress 

fields  are  described  by  Figure  74  (a)  maximum  component  stress  field  variation,  (b)  minimum 

component stress field variation and (c) the maximum principal and Von Mises stress variations.  These 

plots display  the maximum or minimum value of  stress versus  time without  regard  for distance  to or 

from the fracture or  injection point.   This  identifies the general behavior that  is to be seen throughout 

the period of injection. 

 

(a)        (b)        (c) 
Figure 74 The General Transient Behavior of Stress Surrounding a Single Fracture, t=0 to 60s 

These Figure 74 (a), (b) and (c) depict a similar behavior for the component stress distributions through 

time.    The  principle  and  Von Mises  stress  are  also  shown  to  depict  a  predictable  behavior.    These 
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consolidated  stresses  are  shown  in  order  to  introduce  their  behavior  and  the  influence  of  all  the 

contributing component stresses in order to verify their use in further discussion.   

In addition to their predictable behavior(s), a relationship can be seen between the principle stress ߪଵ 
and the Von Mises stress ߪ௏ெ in Figure 74 (c).  This relationship is key to defining the Von Mises stress as 

an applicable consolidated stress value to this type of problem. 

Two Fracture Case 

The  following  three  figures  represent  the  stress  distributions  at  a  distance  of  50 meters  from  the 

injection point for a system of two equally injected fractures at a distance of 5 meters spacing.   Unlike 

the  single  fracture  case  described  in  the  previous  section,  the  case  of  two  fractures  introduces  an 

additional  complexity  to  the  stress  distributions,  as  would  be  expected.    These  stresses  portray 

themselves in a variety of ways which can be seen below in Figure 75 where (a), (b) and (c) are ߪ௫, ߪ௬, 
and ߬௫௬ respectively after 60 seconds of injection.    

 

(a)        (b)        (c) 

Figure 75 The Static Component Stress Behavior Surrounding Dual Fractures at 5 Meters Spacing, t=60s 

The static stress distributions are an important step to the classification of these stress interactions as it 

provides verification of the trend that is seen in similar static case studies but also provides the ability to 

compare  states when  adding  additional  complexities,  such  as by  increasing  the number of  fractures.  

The static principle and Von Mises stress distributions are depicted below by Figure 76.   These figures 

represent a cross‐sectional view of the reservoir and fractures at the lines A – A’ (green) and B – B’ (blue) 

after an injection time of 60 seconds.  These two cross‐sections are again taken at the point of injection 

and at a distance of 50 meters of the injection site as depicted in Figure 69. 

 

(a)        (b)        (c) 

Figure 76 The Static Principle Stress Distribution Surrounding Dual Fractures at 5 Meters Spacing, t=60s 
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The following Figure 77 represents a profile view of the stress distribution along the outermost fracture 

where  (a)  is ߪ௫,  (b)  is ߪ௬, and  (c) ߬௫௬ at a  time of 60  seconds after  injection.   This  is  to  say  that  this 

profile  is 2.5 meters from the reservoir centerline and 5 meters from the second fracture.   These  lines 

represent  that of C – C’ and D – D’ as described  in Figure 69.   This  same process  is  repeated  for  the 

corresponding principle stresses of ߪଵ, ߪଶ, and ߪ௏ெin Figure 78 (a), (b), and (c). 

 

(a)        (b)        (c) 

Figure 77 The Static Component Stress Profile Along the Outermost Fracture in a Dual Fracture System at 5 Meters Spacing, 
t=60s 

 

(a)         (b)            (c) 

Figure 78 The Static Principle Stress Profile Along the Outermost Fracture in a Dual Fracture System at 5 Meters Spacing, t=60s 

Figure  79  is  representative of  the profile  at  the  reservoir  centerline.    It  is not  along  the  profile of  a 

fracture but simply taken at the center of the reservoir, therefore it lies 2.5 meters from both fractures.  

These figures (a), (b) and (c) are of ߪ௫, ߪ௬, and ߬௫௬ respectively. 

 

(a)        (b)        (c) 

Figure 79 The Static Component Stress Profile Along the Reservoir Centerline Between Dual Fractures at 5 Meters Spacing, t=60s 
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(a)        (b)        (c) 

Figure 80 The Static Principle Stress Profile Along the Reservoir Centerline Between Dual Fractures at 5 Meters Spacing, t=60s 

The  transient response of  the stresses  is of  the most concern with respect  to  this  type of research as 

these  have  rarely  been  fully  explored.    These  stresses  are  often  viewed  for  static  cases  and  do  not 

analyze the representative patterns as they develop.    In the case of two  fractures the  transient stress 

response can be seen in Figure 81 (a) the maximum component stresses, (b) the minimum component 

stresses,  and  (c)  the maximum  principle  and  Von Mises  stresses  where  the  development  of  these 

profiles can be used to infer some of these interactions.  

 

(a)        (b)        (c) 

Figure 81 The General Transient Behavior of Stress Surrounding Dual Fractures at 5 Meters Spacing, t=0 to 60s 
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Three Fracture Case 

The  following  three  figures  represent  the  stress  distributions  at  a  distance  of  50 meters  from  the 

injection point for a system of three equally injected fractures at a distance of 5 meters spacing.  Unlike 

the  single  fracture  case  described  in  Figure  70  the  case  of  three  fractures  brings  another  layer  of 

complexity to the stress distributions.  The following Figure 82 (a), (b), and (c) represent ߪ௫, ߪ௬, and ߬௫௬ 
respectively which are taken at the cross‐sectional lines A – A’ (green) and B – B’ (blue) at the injection 

point and at a distance 50 meters from the injection point.  

 

       (a)                (b)                  (c) 
Figure 82 The Static Stress Distribution Surrounding a System of Three Fractures at 5 Meter Spacing, t=40s 

Again, unlike the single fracture cases where the surrounding stress fields are only representative of the 

lone fracture(s) interaction with the surrounding media, multiple fractures are further influenced of the 

surrounding stress magnitude by the introduction of additional fractures.  Typically the stresses that are 

incurred surrounding in the x‐direction off of the fracture tips generate the larger stress magnitude.  At 

this  spacing  of  5 meters  it  can  be  seen  that  the maximum  stress magnitude  is dominated by  the  y‐

direction stress due to the proximity of the fractures interacting causing a stress magnification.  

Figure 83 below illustrates the principle stress distribution of the component stress shown in Figure 82 

above.  These are again plotted over the cross‐sectional lines of A – A’ (green) and B –  B’ (blue) at the 

site of injection and at a distance of 50 meters from the site of injection. 

 

       (a)                (b)                  (c) 
Figure 83 The Static Principle Stress Distribution SUrrounding Three Fractures at 5 Meter Spacing, t=40s 
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The next figures are representative of the profile stress distributions along the length of the fracture(s) 

and  beyond.    Figure  84  illustrates  the  static  stress  profile  along  the  outermost  fracture  in  a  three 

fracture system where (a), (b) and (c) are representative of	ߪ௫, ߪ௬, and ߬௫௬ respectively along the profile 
lines C –  C’ (green) and D – D’ (blue) at a time of 40 seconds.  

 

       (a)                (b)                  (c) 
Figure 84 The Static Component Stress Profile Along the Outermost Fracture in a Three Fracture System at 5 Meters Spacing, 

t=40s 

The next figures are representative of the profile stress distributions along the length of the fracture(s) 

and  beyond.    Figure  85  illustrates  the  static  stress  profile  along  the  outermost  fracture  in  a  three 

fracture  system where  (a),  (b)  and  (c)  are  representative  of	ߪଵ,   ,ଶߪ and   ௏ெߪ respectively  along  the 
profile lines C –  C’ (green) and D – D’ (blue) at a time of 40 seconds.  

 

(a)         (b)            (c) 

Figure 85 The Static Principle Stress Profile Along the Outermost Fracture in a Three Fracture System at 5 Meters Spacing, t=40s 

The following displays the component stress profile at the central fracture  location; therefore  it  lies at 

the center of the reservoir and at the center of the two outlying fractures, both 5 meters away.   Figure 

86 (a), (b), and (c) correspond to the component stresses are ߪ௫, ߪ௬, and ߬௫௬ at a time of 40 seconds.  At 

the same locations the corresponding principle and Von Mises stresses are depicted in Figure 87 at the 

same solution time. 
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(a)         (b)            (c) 
Figure 86 The Static Component Stress Profile Along the Center Fracture In A Three Fracture System at 5 Meters Spacing, t=40s 

 

(a)         (b)            (c) 

Figure 87 The Static Principle Stress Profile Along the Center Fracture in a Three Fracture System at 5 Meters Spacing, t=40s 

The change  in the principal stresses  is displayed  in Figure 88 (a) dynamic profile of maximum principle 

stress and (b) dynamic profile of minimum principle stress,  in order to observe the changes that occur 

throughout fracture propagation and verify whether the assumptions that are made in static models can 

be  justified which were  found  in  (Cheng,  2012).    Although  both  of  these  profiles  are  similar,  their 

relationship  is seen to change dramatically through time  in relative and overall stress magnitude.   This 

indicates that the assumption of static models cannot be trusted as it incorrectly skews the depiction of 

stress towards early stage behavior, at the initial time of injection.   

   

(a)                                                                                             (b) 

Figure 88 The Dynamic Behavior of the Principle Stresses, t=0 to 60s 

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400
Profile of x Stress Distribution

 

 

Line C - C

Line D - D

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
-600

-400

-200

0

200

400

600
Profile of y Stress Distribution

 

 

Line C - C

Line D - D

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25
Profile of xy Stress Distribution

 

 

Line C - C

Line D - D

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

600
Profile of 1 Stress Distribution

 

 

Line C - C

Line D - D

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
-600

-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400
Profile of 3 Stress Distribution

 

 

Line C - C

Line D - D

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500
Profile of vm Stress Distribution

 

 

Line C - C

Line D - D

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
-1200

-1000

-800

-600

-400

-200

0

200
Plot of 1 (principal stress)

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
-1400

-1200

-1000

-800

-600

-400

-200

0
Plot of 3 (principal stress)



RPSEA 09122‐06  Final Report  August 30, 2015 

89 
 

The development of the transient response in the three fracture system which is shown below in Figure 

89  (a)  the maximum  component  stress,  (b)  the minimum  component  stress,  and  (c)  the maximum 

principle and Von Mises stress.  Keep in mind that the length of the simulation is shorter for this cases 

than that of one and two fractures so the decline  in maximum stresses cannot be seen, however they 

have  reached  their peak  and  is  expected  to  follow  the  same  trend  as displayed  in  the previous  two 

examples.   

 

       (a)                (b)                  (c) 

 
Figure 89 The General Transient Behavior of Stress Surrounding the Three Fracture System at 5 Meters Spacing, t=0 to 40s 

The Von Mises stress clearly  illustrates  its behavior with  respect  to  the other  stress magnitudes  in all 

three cases.   When  the  stresses are at  their maximum value  this correlation of  the Von Mises  to  the 

maximum principle stress displays its greatest difference.  During the initial periods of injection and after 

the fracture interactions have occurred they are much more resembling of each other.  

The previous figures throughout this section were used to illustrate the component contributions to the 

consolidated stresses which in this case are the principle and Von Mises stress.  These behaviors offer an 

insight  to  the  dominating  stress  influence  at  any  particular  time  and  distance  which  is  critical  in 

establishing dynamic stress  relationships.   Figure 90  (a)  indicates  the maximum and  (b)  the minimum 

Von Mises stress with respect to the distance from the fracture tip.   This  is data  is representative of a 

single fracture after 60 seconds of injection at 0.0005 m/s2. 

 

          (a)                                                                                         (b) 

Figure 90 Von Mises Stress with Relation to the Fracture Length and Distanct from the Fracture Tip at t=60s for a Single Fracture 
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Point Data for Von Mises Stress in a Single Fracture Case 

Time  Point 1 
Von 
Mises 

Point 2 
Von 
Mises 

Point 3 
Von 
Mises 

Point 4 
Von 
Mises 

10  6.49  431.2  2.49  349.2  0  668.7  100  1.67 

30  14.24  309.4  5.24  248.2  0  602  100  4.16 

45  18.64  273.5  6.64  215.8  0  655.7  100  5.58 

60  22.89  248.6  7.89  195.4  0  534  100  6.94 

90  30.57  216.8  10.57  169.3  0  369.8  100  9.20 

300  68.66  144.9  24.66  108.3  0  231.7  100  16.96 

900  125.1  108.8  40.12  77.14  0  247.1  73*  31.43* 

1500  172.2  99.35  48.16  67.1  0  254.2  26*  89.22* 

Table 12 Point Data for Transient Maximum Von Mises Stress for a Single Fracture Case 

Table 12 illustrates the position and magnitude of Von Mises stress along the fracture and surrounding 

reservoir  area  at  the  head  of  the  fracture.    The  data  for  points  1  and  2  lie  to  the  left  of  zero  and 

therefore  their  absolute  value  has  been  shown  in  the  table  above.    Data  point  3  is  a  zero  that  is 

representative of  the  fracture  tip and  is  shown  for  reference but has become obsolete now  that  the 

absolute  values of previous points are used.   The data at point 4  is  representative of  the Von Mises 

stress at a distance of 100 meters from the head of the fracture tip.  

Figure 94 below displays  the critical distance  that was observed  in  the  interactions of  the Von Mises 

stress.  This corresponds to the tail of the fracture behavior where the local minimum was seen versus 

the length of the propagating fracture.  Plotting these distances shows a linear relationship between the 

distance of  the  local minimum and  the  fracture  length as  the  fracture propagates  through  time.   This 

behavior demonstrates that the Von Mises can be useful in predicting fracture and stress behavior.  
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4.  Conclusions 
The  stress  distributions  surrounding  a  fracture  have  shown  to  depict  a  dynamic  behavior  that 

differentiates entirely from the standard, static stress case.  This becomes significantly important to the 

study of fracture mechanics in both porous media as well as having application to many other fields of 

engineering  research  and  design.    These  dynamic  relationships  relate  specifically  to  the  topic  of 

hydraulic  fracturing  as  it  can  causes  complications with  regard  to  fracture  interaction,  efficiency  and 

surrounding stability prediction in addition to general fracture predictions.   

The  behaviors  of  stresses  due  to  processes  such  as  hydraulic  fracturing  are  often  assumed  to  be 

constant  throughout  the  injection  period  however  the  determination  of  these  stresses  is  a  dynamic 

process with differing  stress characteristics  in comparison  to  static models.   The  static distribution of 

stress has been shown to favor the early period of  injection  just as hydraulic forces are applied to the 

fracture boundaries.   This  information also moves to  introduce a failure criterion or area of weakened 

state which is based upon the Von Mises stress, without the requirement of interpreting multiple stress 

parameters.    This  will  define  a  critical  distance  and  angle  with  relation  to  the  fracture(s)  dynamic 

propagation path.  This is anticipated to provide insight to fracture interaction and reservoir stability as 

these results clearly  indicate that  the Von Mises stress  is capable of predicting these behaviors of not 

only  the  static  interaction  surrounding  the  fracture,  but  also  this  dynamic  stress  behavior which  is 

similar to that of the commonly used principle stress relationships.  

The relevancy of these stress fields  is not only regarding the surrounding stability but also their direct 

correlation  to  fracture  propagation  of  both  current  and  subsequent  fractures.    The  in‐situ  stress 

distributions control the  immediate response of the fracture propagation, however the dynamic stress 

fields of these fracture interactions can impede or enhance the subsequent fracture paths.  The stresses 

projected off of the fracture tip display a high increase in the immediate stress fields to the point which 

they  will  impact  these  subsequent  fractures  and  further  fracture  development.    This  has  been 

determined both in this thesis and throughout other similar bodies of work however at the time this was 

the first application of such methodology to the transient behavior of these stresses.  The proposed use 

of  the  Von  Mises  stresses  is  the  ability  to  predict  near  and  far  field  stress  patterns  using  single 

consolidated value from which the most efficient stimulation plan may be developed.  

The use of varying  injection rates gives an  insight to the  interaction of trailing  fracture stresses of the 

leading  fracture  impacting  the  path,  direction  and  magnitude  of  stresses  surrounding  subsequent 

fractures  throughout  the  same  injection  period.    Therefore  creating  stimulation  plans  which  either 

mitigates the energy loss occurring from interactions or causing interactions which enhance fracture tip 

stresses  to  aid  in  propagation  is  an  interesting  proposition.    This  is  directed  at  pulsed  injection  or 

delayed  staging  techniques  to  enhance  the quality  and  efficiency of  the  treatment  zone  and  in  turn 

increase  production  from  unconventional  reservoir  formations  by  thoroughly  understanding  these 

dynamic stress variations and using them to our advantage.   

The continuation of this type of research is important to furthering our knowledge of geomechanics as 

well as to increasing the understanding of hydraulic fracture and unconventional reservoir development.  

Hydraulic fracturing has been crucial to the advancement in the search for energy independence in the 

United States by aiding in the profitable production of shale formations which dominate most of North 

America.  There is still a great need however to further the effectiveness and understanding of hydraulic 
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fracture  treatment  so  that  we  can  increase  production  and  profitability  while  decreasing  the  risks 

commonly associated with public health and the environment.   

 

The results of the 3D numerical model were compared to analytical solutions for the  induced stresses. 

As we can see, the normalized induced stress (Δσyy/pnet) in the direction perpendicular to the fracture is 

in agreement with  the analytical solution. There  is a slight disparity between analytical and numerical 

results  in  (Δσxx/pnet) along  the direction parallel  to  the  fracture. This  is due  to  the  fact  that analytical 

solutions are based on the plane‐strain condition, which is not fully governed in 3D numerical model. For 

the  same  reason,  the  contour  surfaces  of  slip‐tendency  demonstrate  different  behavior  along  the 

direction parallel  to  the  fracture.    The  contour  surfaces have  almost  the  same profiles  in  the  region 

where fractures exist.   Within the regions where pressurized fractures exist, the plane strain condition 

can be assumed such that the contour surfaces have almost the same profiles.  

Slip tendency, Ts, is calculated based on Eqs. (10) and (12) for 2D plane strain models. Eqs. (10) and (12) 

are also used for 3D numerical simulations. For this purpose the faults are assumed to be parallel to the 

intermediate principal stress  (σHamx or σv), and β  the same as  that of  initial critically stressed  faults.  In 

other words,  the  fault plane orientations are  remained  the same as  those  for  initial critically stressed 

state when calculating Ts during hydraulic fracturing stimulation. Faults with angles other than the initial 

optimal  oriented  angle  β may  also  be  activated  during  hydraulic  fracturing  stimulation,  that  is  not 

considered here. More details on obtaining  the  shear  and normal  stresses on  an  arbitrarily oriented 

plane can be found in Zoback (2007). 

Strictly  speaking,  the maximum  slip  tendency  should  be  the maximum  one  among  all  possible  fault 

orientations. Whether the fault plane will be parallel to the intermediate principal stress (σHamx or σv) or 

not, needs more detailed field studies. Under initial critically stressed state, σv > σHmax > σhmin is assumed 

for  normal  faults,  σHmax  >  σv  >  σhmin  for  strike‐slip  faults. Before  applying  hydraulic  pressure,  optimal 

orientation of faults can be assumed to be parallel to the  intermediate principal stress (σHamx or σv), as 

illustrated in Zoback (2007, p155, Fig. 5.9a).  

The  in‐situ  principal  stresses will  be  altered  during  hydraulic  fracturing  stimulation,  this  can  lead  to 

change  in the optimal oriented angle β through Eq. (7) that clearly shows β as a function of minimum 

and maximum principal stresses. This change  in principal stresses can  lead  to possibility of having  the 

critically stressed  faults being not parallel  to σHamx or σv, especially  in  the  region close  to  fracture  tips 

where stress concentration occurs.  At fracture tips, the stress distributions are complex as illustrated by 

3D numerical simulation.  Having closer look at the strike‐slip faulting environment, one can clearly see if 

the induced stress contrast, such as (Δσyy ‐ Δσxx), is less than the initial in‐situ stress contrast (σxx – σyy), 

there will be no  stress  reverse  region around pressurized  fracture  (stress  reverse  indicates horizontal 

principal  stresses  rotate 90°).    In  this  situation,  the critically  stressed  faults will  still be parallel  to  the 

initial intermediate principal stress.  Comparing the analytical solution for 2D plane strain model with 3D 

numerical  simulation and  show  that  the  induced  stress on  fracture  surface away  from  fracture  tips  is 

equal  to pnet.  If pnet  is  relatively  small compared  to  initial  in‐situ  stresses,  the extent of  stress  reverse 

regions will be fairly small or may not exist. Thus the faults could be still assumed to be parallel to the 

initial  intermediate principal stress σv. However, when pnet  is relatively  large compared to  initial  in‐situ 

stresses,  the  directions  of  principal  stresses  will  be  complex  around  pressurized  fracture.  Similar 

behavior is also valid in the case of Normal faults.   
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Higher  net  pressures  will  increase  the  stimulated  volume,  however,  the  induced  stresses  decrease 

drastically as the distance from pressurized fracture increases (Fig. 10) such that at r/H = 3 different net 

pressures  yield  almost  the  same  slip‐tendency.  These  observations  imply  that  there  should  be  an 

optimal net pressure  that will yield maximum economic Stimulated Reservoir Volume  (SRV).  In  shear 

fracture reactivation, shear stimulation, higher net pressure will generate larger shear displacement, but 

the enhanced fracture permeability does not increase linearly with shear displacement. In other words, 

the  relationship between  shear displacement and  change of permeability  is nonlinear. This has been 

experimented in granite and marble along artificial, rough fractures under a variety of stress conditions 

by Lee and Cho (2002). They have demonstrated that the permeability increases initially as a function of 

shear displacement  and eventually  arrested  and  approached  a  limiting  value. This  clearly  shows  that 

there  is  a  critical  net  pressure  that  can  generate  the maximum  stimulated  region,  however, more 

experimental and numerical studies are required to make solid statements on the subject.  

Monitoring microseismic events are often used to estimate the extent of SRV. The model presented  in 

this manuscript  predicts  the  unstable  regions  extend  from  fracture  tips  in  both  lateral  and  vertical 

directions  that  can  be  corresponded  to  relatively  planar  distributed microseismic  events.  Relatively 

planar patterns of microseismic events are commonly observed  in  the  field and reported  in published 

literatures (Shaffner et al. (2011). However, due to multi‐stage stimulation, interaction of adjacent wells, 

and  geological  complexity, more  diffuse  event  patterns  are  also  frequently  observed  (Vermylen  and 

Zoback 2011; Warpinski et al. 2012). Even though the microseismic events have been used extensively in 

oil and gas industry to locate the discontinuities and faults in unconventional reservoirs, however, shale 

composition and discontinuities affects the generation of microseismic events (Zoback et al., 2012).  

The distributions of slip tendency along the line perpendicular to fractures. The numerical results are in 

agreement with the analytical solutions in the case of a single pressurized fracture. Within the distance 

of 3H, the slip tendency is less than the original value of 0.6 for models with a single fracture as well as 

multiple  fractures. The  slip  tendency  for  the model with a  single pressurized  fracture  is always  larger 

than that with multiple pressurized fractures. As the distance from fractures increases, the slip tendency 

tends to restore to 0.6.  

Influence  of  stress  contrasts  on  slip  tendencies  in  normal  and  strike‐slip  faulting  environments  is  an 

interesting topic. According to our analyses,  larger stimulated volume will be created  in a  lower stress 

contrasts  in normal  faulting  regime  compared  to  that of  strike‐slip  faulting  regime.   The change of Ts 

during hydraulic stimulation for normal and strike‐slip faulting environments, where pnet/σhmin = 0.2 and 

numbers  in  legend  (0.2  and  0.6)  indicate  the  initial  slip  tendency  before  performing  hydraulic 

stimulation. As  illustrated  in  the  figure,  the  increased slip  tendency  for normal  faulting  regime almost 

independents  of  initial  stress  contrast where  r/H  >  0.5. And  the  changes  of  slip  tendency  in  normal 

faulting regime are  larger than those  in the strike‐slip faulting regime for  initial slip tendency equal to 

0.2 and 0.6. Within strike‐slip faulting environment, faults with higher  initial slip tendency, thus  larger 

initial in‐situ stress contrast, exhibits larger change of Ts. 

It  should  be  noted  that  this  study  does  not  consider  the  poroelastic  effects  and  assumes  an  elastic 

medium with homogeneous and  isotropic properties.  It  is  commonly  considered  that  the  increase of 

pore pressure  causes  an  increase of  total  compressive horizontal  stress  (Engelder  and  Fischer 1994). 

However, the effective normal stress acting on a fault plane would still be reduced due to the increase 
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of pore pressure. The combined effect tends to increase the slip‐tendency and reduce the fault stability. 

More analyses are needed to improve this mode. 

 

Our study shows that proppant settling can cause heterogeneous distribution of proppant and reduce 

the  cumulative production by 18.6% or more depending on  the  reservoir matrix permeability.  It also 

predicts  an  optimum  proppant  size  to  achieve  maximum  hydraulic  fracturing  efficiency  in  tight 

formations such as shale with known matrix permeability as a function of relative proppant density. The 

Simulation  results also predict  that  the combination of  smaller proppant  followed by  larger proppant 

size can improve the stimulation performance and there exist an optimum value for larger proppant size 

volume injected to achieve the maximum stimulation efficiency. It also predicted that the magnitude of 

the  difference  between  two  proppant  sizes  can  also  significantly  impact  the  stimulation  efficiency 

depending on the relative proppant density. 

Sensitivity  analysis  of  proppant  size  while  other  parameters  kept  constant  shows  that  in  low 

permeability  reservoir,  smaller proppant  size with  lower  relative density  is generally more  suited and 

there is an optimum proppant size exist that can reduce the settling velocity and lead to a larger flowing 

area;  in  a  high  permeability  reservoir,  however,  larger  proppant  can  provide  better  performance 

because high permeability flow channel is more granted.  
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The  coordinates of  the nodes with  respect  to a  central  local and global  system are defined  in Error! 

Reference source not found.. 

  X  Y  Z 

N1  ‐1  ‐1  ‐1 
N2  1  ‐1  ‐1 
N3  1  1  ‐1 
N4  ‐1  1  ‐1 
N5  ‐1  ‐1  1 
N6  1  ‐1  1 
N7  1  1  1 
N8  ‐1  1  1 
N9  0  ‐1  ‐1 
N10  1  0  ‐1 
N11  0  1  ‐1 
N12  ‐1  0  ‐1 
N13  ‐1  ‐1  0 
N14  1  ‐1  0 
N15  1  1  0 
N16  ‐1  1  0 
N17  0  ‐1  1 
N18  1  0  1 
N19  0  1  1 
N20  ‐1  0  1 

Table 13 Nodal Coordinate Locations of a 20‐Node Hexahedron Element 

 

ሾܰሿ ൌ ሾ ଵܰ	 ଶܰ	 ଷܰ	 ସܰ	 ହܰ	 ଺ܰ	 ଻ܰ	 ଼ܰ	 ଽܰ	 ଵܰ଴	 ଵܰଵ	 ଵܰଶ	 ଵܰଷ	 ଵܰସ	 ଵܰହ	 ଵܰ଺	 ଵܰ଻	 ଵ଼ܰ	 ଵܰଽ	 ଶܰ଴ሿ 

The first eight equations here represent the shape functions at the corners of the hexahedral, while the 

remaining  twelve  equations  are  representative  of  the  associated midpoints  on  the  cube.    The  three 

dimensional notation of [x,y,z] is represented by [,ߦ	,ߟ	ߞ] respectively.  

߮ଵ ൌ െሺ1 െ ሻሺ1ߦ െ ሻሺ1ߟ െ ሻሺ2ߞ ൅ ߦ ൅ ߟ ൅  ሻ/8ߞ

߮ଶ ൌ െሺ1 ൅ ሻሺ1ߦ െ ሻሺ1ߟ െ ሻሺ2ߞ െ ߦ ൅ ߟ ൅  ሻ/8ߞ

߮ଷ ൌ െሺ1 ൅ ሻሺ1ߦ ൅ ሻሺ1ߟ െ ሻሺ2ߞ െ ߦ െ ߟ ൅  ሻ/8ߞ

߮ସ ൌ െሺ1 െ ሻሺ1ߦ ൅ ሻሺ1ߟ െ ሻሺ2ߞ ൅ ߦ െ ߟ ൅  ሻ/8ߞ

߮ହ ൌ െሺ1 െ ሻሺ1ߦ െ ሻሺ1ߟ ൅ ሻሺ2ߞ ൅ ߦ ൅ ߟ െ  ሻ/8ߞ

߮଺ ൌ െሺ1 ൅ ሻሺ1ߦ െ ሻሺ1ߟ ൅ ሻሺ2ߞ െ ߦ ൅ ߟ െ  ሻ/8ߞ

߮଻ ൌ െሺ1 ൅ ሻሺ1ߦ ൅ ሻሺ1ߟ ൅ ሻሺ2ߞ െ ߦ െ ߟ െ  ሻ/8ߞ

଼߮ ൌ െሺ1 െ ሻሺ1ߦ ൅ ሻሺ1ߟ ൅ ሻሺ2ߞ ൅ ߦ െ ߟ െ  ሻ/8ߞ

߮ଽ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1ߦ ൅ ሻሺ1ߦ െ ሻሺ1ߟ െ  ሻ/4ߞ

߮ଵ଴ ൌ ሺ1 ൅ ሻሺ1ߦ െ ሻሺ1ߟ ൅ ሻሺ1ߟ െ  ሻ/4ߞ
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߮ଵଵ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1ߦ ൅ ሻሺ1ߟ ൅ ሻሺ1ߞ െ  ሻ/4ߞ

߮ଵଶ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1ߦ െ ሻሺ1ߟ ൅ ሻሺ1ߞ െ  ሻ/4ߞ

߮ଵଷ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1ߦ ൅ ሻሺ1ߟ െ ሻሺ1ߞ ൅  ሻ/4ߞ

߮ଵସ ൌ ሺ1 ൅ ሻሺ1ߦ െ ሻሺ1ߟ ൅ ሻሺ1ߞ ൅  ሻ/4ߞ

߮ଵହ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1ߦ ൅ ሻሺ1ߟ ൅ ሻሺ1ߞ ൅  ሻ/4ߞ

߮ଵ଺ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1ߦ െ ሻሺ1ߟ ൅ ሻሺ1ߞ ൅  ሻ/4ߞ

߮ଵ଻ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1ߦ െ ሻሺ1ߟ െ ሻሺ1ߞ ൅  ሻ/4ߞ

߮ଵ଼ ൌ ሺ1 ൅ ሻሺ1ߦ െ ሻሺ1ߟ െ ሻሺ1ߞ ൅  ሻ/4ߞ

߮ଵଽ ൌ ሺ1 ൅ ሻሺ1ߦ ൅ ሻሺ1ߟ െ ሻሺ1ߞ ൅  ሻ/4ߞ

߮ଶ଴ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1ߦ ൅ ሻሺ1ߟ െ ሻሺ1ߞ ൅  ሻ/4ߞ

Defining an element vector containing all displacements belonging to the element, such as: 

ሼܷሽ௘ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ ଵܷଵ

ଵܷଶ

ଵܷଷ
ܷଶଵ
…
ܷேଵ
ܷேଶ
ܷேଷے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

௘

 

So that  in three dimensions the element stiffness matrices’ properties are derived and represented as 

follows: 

ሾ݇௠ሿ ൌ නනනሾܤሿ்ሾܦሿሾܤሿ	݀ݔ	ݕ݀	ݖ݀ 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
߳௫
߳௬
߳௭
௫௬ߛ
௬௭ߛ
௭௫ۙߛ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
߲
ݔ߲

0 0

0
߲
ݕ߲

0

0 0
߲
ݖ߲

߲
ݕ߲

߲
ݔ߲

0

0
߲
ݖ߲

߲
ݕ߲

߲
ݖ߲

0
߲
ےݔ߲
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ቊ
ݑ
ݒ
ݓ
ቋ 

The  following  3  x  3  x  3  integration  scheme  Error!  Reference  source  not  found.  represents  the  full‐

integration of the 20‐node hexahedral element: 
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ሺ0,0,0ሻ   

6 

 

1 

ቀ଼
ଽ
ቁ
ଶ
ቀହ
ଽ
ቁ  

ቀ଼
ଽ
ቁ
ଷ
  

Table 14 Location of Integration Points in Hexahedral Elements 

 

௫௫௝ߪ ൌ෍߮௜൫ߦ௝, ,௝ߟ ݆			,௫௫௜ߪ௝൯ߞ ൌ 1,… ,8

଼

௜ୀଵ

 

  Where  i  are  the  nodes  and  j  are  the  integration  points  for  a  reduced  integration  20‐node 

hexahedral.  

This can be presented in matrix form as follows: 

ሼߪ௫௫ሽ௜௡௧௘௚௥௔௧௜௢௡	௣௢௜௡௧௦ ൌ ሾܣሿሼߪ௫௫ሽ௡௢ௗ௘௦ 

From this the nodal values can be determined by inverting the previous equation. 

ሼߪ௫௫ሽ௡௢ௗ௘௦ ൌ ሾܣሿିଵሼߪ௫௫ሽ௜௡௧௘௚௥௔௧௜௢௡	௣௢௜௡௧௦ 

The size of  [A]  in  this case  (20‐node reduced  integration hexahedron)  is an 8 x 8 matrix which can be 

evaluated explicitly as both the shape functions and  integration point  location are known.   The explicit 

definition of the inverse matrix [A]‐1 is as follows: 

ሾܣሿିଵ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
൅2.549 െ0.683 െ0.683 ൅0.183 െ0.683 ൅0.183 ൅0.183 െ0.049
െ0.683 ൅2.549 ൅0.183 െ0.683 ൅0.183 െ0.683 െ0.049 ൅0.183
൅0.183 െ0.683 െ0.683 ൅2.549 െ0.049 ൅0.183 ൅0.183 െ0.683
െ0.683 ൅0.183 ൅2.549 െ0.683 ൅0.183 െ0.049 െ0.683 ൅0.183
െ0.683 ൅0.183 ൅0.183 െ0.049 ൅2.549 െ0.683 െ0.683 ൅0.183
0.183 െ0.683 െ0.049 ൅0.183 െ0.683 ൅2.549 ൅0.183 െ0.683
െ0.049 ൅0.183 ൅0.183 െ0.6683 ൅0.183 െ0.683 െ0.683 ൅2.549
൅0.183 െ0.049 െ0.683 ൅0.183 െ0.683 ൅0.183 ൅2.549 െ0.683ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 

In order  to evaluate the  fully  integrated case of a 20‐node hexahedral  then the system becomes over 

determined as there becomes a system of 27 equations and only 20 unknowns, seen from the element 

shape function below: 

௫௫௝ߪ ൌ෍߮௜൫ߦ௝, ,௝ߟ ݆			,௫௫௜ߪ௝൯ߞ ൌ 1, … ,27

ଶ଴

௜ୀଵ

 

In order to solve these types of systems a solution scheme must be chosen.  A standard procedure in the 

solution  of  an  over  determined  system  such  as  this  is  the  least  squares  method  where  the  fully 

integrated equation shown above becomes: 
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௝ܾ ൌ ෍ ௝ܽ௜ݔ௜,			݆ ൌ 1, … ,27

ଶ଴

௜ୀଵ

 

ܫ ≔෍൭෍ ௝ܽ௜ݔ௜ െ ܾ௜,

ଶ଻

௜ୀଵ

൱

ଶଶ଴

௝ୀଵ

 

The  least  squares approximation allows  the  solution  to be  found by  the use of  typical differentiation 

techniques: 

ܫ߲
௞ݔ߲

ൌ 2෍൥൭෍ ௝ܽ௜ݔ௜ െ ܾ௜

ଶ଴

௜ୀଵ

൱ ௝ܽ௞൩ ൌ 0,			݇ ൌ 1,… ,20

ଶ଻

௝ୀଵ

 

෍቎ቌ෍ ௝ܽ௜ ௝ܽ௞

ଶ଻

௝ୀଵ

ቍ ௜቏ݔ ൌ෍ ௝ܽ௞ ௝ܾ

ଶ଻

௝ୀଵ

,			݇ ൌ 1,… ,20

ଶ଴

௜ୀଵ

 

Or can also be defined by the following condensed form instead of that shown above: 

෍ܿ௞௜ݔ௜ ൌ ݀௞,			݇ ൌ 1, … , 20

ଶ଴

௜ୀଵ

 

Where the expansion of ܿ௞௜ and ݀௞ is: 

ܿ௞௜ ൌ෍ ௝ܽ௞ܽ௝௜,			݇ ൌ 1,… ,20

ଶ଻

௜ୀଵ

 

݀௞ ൌ෍ ௝ܽ௞ܾ௝,			݇ ൌ 1,… ,20

ଶ଻

௜ୀଵ

 

This produces a solvable system of 20 equations and 20 unknowns.    If ሼܾଵሽ  is a unit vector with a unit 
value located in the first row then the solution ሼݔଵሽ contains the nodal values for a unit value in the first 
integration point and zero  in all of the other  integration points.   This process  is repeated  for all other 

integration  points  throughout  the  element  which  yields  a  20  x  27 matrix  ሾܤሿ  that  appears  in  the 
equations below: 

ሼߪ௫௫ሽ௡௢ௗ௘௦ ൌ ሾܤሿሼߪ௫௫ሽ௜௡௧௘௚௥௔௧௜௢௡	௣௢௜௡௧௦ 

Which takes the following form for all of the associated integration points as noted above. 

ሾܤሿ ൌ ሾሼݔଵሽሼݔଶሽ… ሼݔଶ଻ሽሿ 

Equation of Stress Equilibrium 

To represent the distribution of stress and strain, the equation of stress equilibrium – a governing partial 

differential  equation  in  the  displacement  form  is  needed  (Jaeger,  Cook  and  Zimmerman,  2007).  The 

hydro‐mechanical behavior can be considered based on Biot’s theory of poroelasticity. 
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ଶ઼׏ܩ ൅
ܩ

1 െ ߥ2
׏ሺ׏ ∙ ઼ሻ ൅ ݌׏ߙ ൅ ۴ߩ ൌ 0 

where G is the shear modulus,  is the displacement vector with three components (u, v, w), is 
Poisson’s ratio,  is Biot’s poroelastic constant (generally assumed as 1), p is the pore pressure,  
is the bulk density and F is the body force vector per unit mass. 2׏ is the Laplacian operator and 

 is the gradient/divergence operator. With the strain‐displacement relations	׏

ઽ ൌ
1
2
ሾ઼׏ ൅ ሺ઼׏ሻ்ሿ 

and the stress‐strain relations  

ો ൌλ݁ܿܽݎݐሺઽሻ۷ ൅  ઽܩ2

strain and stress can be found once the displacement  is solved.  In Eqs 2 and 3,  represents the strain 
matrix, ׏ is the displacement gradient, T stands for the transpose of a matrix,  is the stress matrix,  is 
the Lam݁́ parameter, I is the identity matrix and G is the shear modus.  

Continuity Equation 

It is a mathematical representation of the principle of mass conservation. Continuity equation of a fluid 

in a porous rock is given by 

t

p
c

t f 






  )(
)(

δ
u  

The assumption related to Eq. 4  is that the density of the rock grains  is constant  (Chin, Raghavan and 

Thomas,  2000,  Thomas,  et  al.,  2003).  In  the  equation,  u  is  the  fluid  velocity  vector,  cf  is  the 

compressibility of the fluid in pores of rock and  is the porosity. 

Darcy’s Law 

The  flow  of  a  fluid  through  a  porous medium  is modeled  by Darcy’s  law, which  is  an  expression  of 

conservation of momentum. It relates fluid velocity proportionally to the gradient of the potential.  



k

u  

where k is the permeability of a porous medium and  is the fluid viscosity.  

In Eq. 5,  is the gradient of flow potential defined as 

Zgp    

where g is the gravitational acceleration and Z is elevation.  

Equation of State 

An  equation  of  state  presents  a  relation  between  properties  of matters  and  a  given  set  of  physical 

conditions.  In  a  porous  medium,  both  pores  and  fluid  are  compressible.  With  the  assumption  of 
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isothermal  conditions,  the  compressibility of  the pores  is  represented by  the  change  in porosity with 

pressure,  

p
cp 






1

 

while the compressibility of the liquid is represented by the change in density with pressure  

p
c l

l
f 






1

 

where l  is the liquid density. For gas, the real‐gas law is used to model the behavior of the gas 

zRT

pM
  

where M represents the molecular weight of the gas, z stands for the compressibility factor, R is 

referred to as universal gas constant and T  is the reservoir temperature. The compressibility of 

the gas is given by 













z

p

pp

z
cg  

Eq.  1  provides  three  governing  equations,  one  for  each  of  displacement  components.  The  diffusion 

equation  for pore  fluid obtained by  combination of  continuity equation, Darcy’s  law and equation of 

state  is accounted  for another governing equation. The  three displacement components and  the pore 

pressure are  taken as  the  four basic  field unknowns of poroelasticity. This  is a well‐posed problem  to 

solve. 

The  reservoir  geometry  is  assumed  a  parallelepiped.  The  outer  boundary  conditions  are  given  at  a 

constant displacement for each of individual boundaries except the top. At the reservoir top, a constant 

overburden stress  is used. The  inner boundary condition  is a constant net pressure applied along  the 

hydraulic fractures.  

A numerical model was established by discretization of partial differential equations over each element 

using the finite element method. With the Galerkin’s method, the equation of stress equilibrium and the 

diffusion equation are discretized into a linear system of equation with unknowns of nodal displacement 

field and nodal pore pressure  field. The displacement and pore pressure at an arbitrary point over an 

element are 

઼ ൌ෍ ௜઼ܰ௜

௡

௜ୀଵ

 

p ൌ෍ ௜ܰ݌௜

௡

௜ୀଵ
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where N is the shape functions, i and pi represent values at nodes, respectively. The discretized 
equations have the following forms,  

ሾ࢙ܓሿ઼ ൅ ሾ࢙ࢉሿ݌ ൌ ܚ࢙  

ሶࢾ൧࢖ܓൣ ൅ ሾ܊ሿ݌ሶ ൅ ݌൧࢖ࢉൣ ൌ  ࢖ܚ

where ks  is a matrix related to rock elastic properties and shape functions; cs and kp are matrix 

dependent on  shape  functions; cp and b are matrix  related  to properties of  rock and  reservoir 

fluid;  rs and  rp  represent  residual  force vectors; ࢾሶ   is  the partial derivative of  the displacement 

with respect to time; and ݌ሶ	is the partial derivative of the pore pressure with respect to time.  

 

8.4.  Finite Element Solution with Dynamic Fracture Propagation 
Fracture propagation momentum from the injection of an incompressible Newtonian fluid with constant 

rate is considered in this paper. Based on LEFM, a plane‐strain fracture propagation in an isotropic and 

homogeneous  solid medium  is  related  to  its material properties,  i.e., elastic modulus E,  the Poisson's 

ratio , and fracture toughness KIC. Let Q0 denote the  injection rate as shown  in Fig. 1,    denote the 

dynamic  viscosity  of  the  fluid,  and  lC   denote  the  leak‐off  coefficient. New material  parameters  are 

defined for convenience as 

 
21

E
E

v
 

 ,  

1/2
2

4 ICK K


    
  , 

12  
, 

2l lC C     

0

0

 

Figure 108 ‐ Sketch of a plane‐strain fluid‐driven fracture 

The  fracture  profile  is  symmetric  if  the  confining  stress  0   as  shown  in  Fig.  1  is  uniform,  and  the 

relationship between  fracture width w  and net  fluid pressure p at  any moment  t  in  the half  space  (

0x  ) can be expressed as [25] 
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2 2 2 2
1

1 12 2 2 2
1

( , ) ln ( , )
4 t

t t

l
t t

l x l x
w x t p x t dx

E l x l x

   


   
    

where lt is the half fracture length at time t as shown in Fig. 1, and the net pressure p satisfies 

  0( , ) ( , ) ( )fp x t p x t x     

where  fp  is fluid pressure, and  0  is positive when it is compressive . It is seen in Eqs. (2) and (3) 

that net pressure rather than fluid pressure contributes to fracture width. Due to symmetry and 

Eqs. (2) and (3), the model in Fig. 1 can be represented by its equivalent quarter model as shown 

in Fig. 2, where the fracture surface is applied with net pressure.  

 

Figure 109 ‐ Equivalent quarter model 

  Fracture propagation is dominated by the normal opening mode, and the propagation criterion is  

 

where  IK   is  the  stress  intensity  factor  (SIF)  for  the  tensile opening mode of  the  fracture, and 

ICK   is  the  fracture  toughness  of  the  tensile  opening mode. When  IK   reaches  ICK   at  the 

fracture tip, the near tip fracture width can be approximated by [33] 

 
1/2 3/2( ) ( ) [( ) ],  

K
w x l x O l x l x l

E


     


   

The governing equation for incompressible fluid flow in the fracture arises from the mass conservation 

of the fluid, and is written as 

 
w

g
t

q


   


   

  I ICK K    
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where ( )  is the divergence operator, q  is the fluid flux, and g  is the  leak‐off.  It  is seen  in Eq. (6) the 
fluid flowing through the fracture is divided into two parts: the first part is to be stored in the fracture 

and increase the fracture width, and the second part leaks into the solid medium. 

  According to lubrication theory, the relationship between the fluid flux q and fracture width  w  is given 

by Poiseuille law's [34], i.e.,   

 

3

f

w
p


q   


   

where ( ) is the gradient operator. The leak‐off is characterized by Carter’s model [11] as 

  0( , ) / ( )lg x t C t t x  ,  0( )t t x    

where  0t   is the fracture tip arrival time. If there  is no fluid  lag and the confining stress  is uniform, Eq. 

(7) can be rewritten as  

 

3w
p


q   


   

It is worth pointing out that the divergence and gradient operators in Eqs. (6), (7) and (9) are defined in 

fracture propagation direction, i.e., the x direction in Fig. 2.  

The boundary conditions for fluid flow are  

  0( 0 , ) / 2x t Q q ,  ( , ) 0tx l tq      

The  first boundary condition  in Eq.  (10)  is  from  the symmetry of  the bi‐wing  fracture as shown  in Eq. 

(10).  The  second boundary  condition  of  zero  flux  at  the  fracture  tip  in  Eq.  (10) originates  from  zero 

fracture width at the tip [6] as seen in Eq. (7).  

Via divergence theorem[35], Eq. (6) combined with the boundary condition  in Eq. (10) and the  leak‐off 

model in Eq. (8) leads to the global fluid continuity equation [16] 

  00 0 0

1
( , ) ( , )

2
t tl t l
w x t dx g x t dxdt Q t

         

According  to  Eq.  (11),  the  injection  efficiency, which  is  the  volume  ratio  of  the  fluid  stored  in  the 

fracture to the injected fluid, is defined as 
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   00

1
( ) ( , ) /

2

tl
t w x t dx Q t         

3. Hydraulic fracturing regimes and asymptotic solutions 

  Hydraulic fracturing regimes in the plane strain model are constructed by a rectangular phase diagram 

MMKK   as shown in Fig. 3 in ( mK , mC ) space[15], where  mK  and   mC  are defined as: 

 

1/4

0
m

K E
K

E Q
  

    
, 

1/6

3
0

m

E t
C C

Q
 
   

   

mK   and  mC   are  the  indicators  to  differentiate  the  energy  dissipation  regime  and  the  fluid  storage 

regime, respectively. It is observed in Eq. (13) that  mK  is time‐independent, and  mC  is time‐dependent. 

mC  always evolves from zero to infinity along a straight evolution line as shown in Fig. 3 if it has a non‐

zero  leak‐off coefficient. This means on the beginning the fluid  is mainly stored  in the fracture and the 

injection  efficiency  is  close  to  1, while  later  the  injection  efficiency  get  decreased  as more  fracture 

surface is exposed to leak‐off.  

  According  to  mK ,  hydraulic  fracturing  propagation  regimes  can  be  divided  into  the  toughness‐

dominated,  the  intermediate, and  the viscosity‐dominated ones. There exists no definite boundary  to 

differentiate  different  regimes.  According  to  the work  by  Hu  and Garagash  [16],  it  is  reasonable  to 

assume  that  the  regime  is  toughness‐dominated  if  its  mK   is  larger  than 4.0,  the  regime  is viscosity‐

dominated if its  mK  is smaller than 1.0, otherwise the regime is intermediate. These regimes can also 

be sub‐divided according to  mC . 

M K mK

mC

0

M K

 

Figure 110 ‐ Hydraulic fracturing regimes in ( , ) space and its evolution line (after [15]). 
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Hydraulic  fracturing  regimes  can be presented by  the  introduction of a  scaling  technique  [16], which 

transfers  the variables  p ,  w , and  l   in Eqs.  (2) ~  (12)  into dimensionless variables  ,   , and   , 
respectively. The variables   and   are functions of dimensionless coordinate  , which ranges from 0 

at the inlet to 1 at the fracture tip. The scaling technique has the advantage of reducing the variables in 

hydraulic  fracturing  regimes  to  dimensionless  quantities  of  order  0(1)  whenever  possible  [16],  and 

relieving  the  burden  for  constructing  the  asymptotic  solutions.  The  key  issue  for  the  asymptotic 

solutions  is  to  construct  appropriate  tip  asymptote  [13].  Some  of  the  asymptotic  solutions  in  the 

literature are introduced in brief as follows.  

K and M vertex solutions  

The  K  vertex regime corresponds to the case of zero  fluid viscosity and zero  leak‐off. The  K  vertex 

solution  has  a  uniform  net  pressure,  and  the  second  term  on  the  right  hand  of  the  Eq.  (5)  is  zero. 

Therefore,  the  fracture  tip width has  the asymptote of 
1/2(1 ) .  In  the K vertex asymptotic solution, 

the dimensionless opening is defined as [14] 

 
1/2 2 1/2( ) 2 (1 )        

The  M  vertex  regime  corresponds  to  the  case of  zero  fracture  toughness and  zero  leak‐off, and  the 

second  term on  the  right hand of Eq.  (5) plays an  important  role. The near‐tip  fracture width has  the 

asymptote of [6, 18] 

 
2/3( ) ~(1 )      

The  Masymptotic solution [17] is achieved by approximating   with a series of weighted Gegenbauer 

polynomial [36], where the weighted function has the form of 
2 2/3(1 ) . 

Near K and near M solutions  

The  asymptotic  solutions  for  the  near  K   and  near  M   regimes,  where  there  is  no  leak‐off,  are 

collectively denoted as  ( ) { ( ),  ( ),  }F      . The n‐order approximation of self‐similar  ( )F    is 

[14, 16] 

 
0

( ) ( )
n

i
i

i

F C F 


 ,  ( ) { ( ), ( ), }i i i iF         

where  C  equals 
4

mK
  for  the near  K  asymptotic  solution, and  C  equals  mK   for  the near  M  

asymptotic solution. The  K  and M vertex asymptotic solutions are the zero‐order approximation of 

the near  K  and near M  asymptotic solutions.  

෩ࡷࡷ  and Mࡹ෩ edge solutions 
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The  KK  edge regime corresponds to the cases of zero fluid viscosity with leak‐off evolving from zero to 

infinity. The net pressure is uniform at any time. Like the  K  vertex solution, the  KK  edge solution [15] 

also has the property of  self‐similarity, and the fracture tip always has the asymptote of 
1/2~ (1 )  .  

For  the  M M   edge  regime,  the  tip  behavior  evolves  from 
2/3~ (1 )    at  small  leak‐off  to 

5/8~(1 )   at  large  leak‐off  [6]. The  transient solution  is achieved by  the application of an explicit 

finite difference scheme  in a moving spatial grid and the displacement discontinuity method [37] with 

constant‐strength dislocations [6].  

Intermediate solution 

Hu  and  Garagash  [16]  developed  an  asymptotic  solution  for  the  intermediate  regime.  In  the 

intermediate solution, the net pressure function   is proposed to have the form of  

  L s       

where  L  is a piecewise linear function, and  s  is a singular function and has the form of 
2ln(1 ) . 

s  is proposed based on the analysis of the tip behavior. The solution is achieved by using the method 

of lines [14].  

Elastic response using Finite Element Method 

By discreticizing  the equivalent model with  finite elements as shown  in Fig. 4, we can achieve a  finite 

element equation, which describes the elastic response of the solid medium and is cast as  

  u K U F    

where  uK   is  the  global  assembly  of  the  stiffness  of  the  finite  elements,  U   is  the  vector  of nodal 

displacement increment, and F  is the vector of the equivalent node force caused by the increment of 

net pressure. 

p

 

Figure 111 ‐ Discretization of the equivalent quarter model with finite elements 
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  As only net pressure increment has contribution to F ,  Eq. (18) can be rewritten as  

  u  K U B P    

where  P  is a vector formed by the node pressure increment on the fracture surface as shown in Fig. 

4, and matrix  B  plays the role to transfer the fluid pressure increment to equivalent node force. 

 

The  interaction  integral method  [38]  is  introduced  to  calculate  IK .  For  the  plain  strain model,  the 

approximation of  IK  is  

  1
1 1 1

     
e

a a
a ai i i

I ij ij mn mn jA S
j

u u u
K E dS p dL

x x x x

     
                
     

where domain  A  is a set of elements around the fracture tip as shown in Fig. 4,  eS  is a set of edges of 

the finite elements in set  A  and these edges coincide with the fracture surface as shown in Fig. 5 with 

dashed line,  ij  is the stress field,  iu is the displacement field,  ( 1,2)jx j   is the local coordinate,    

is the Kronecker operator,    is a scalar field,  mn  is the strain field, and 
a
ij  and 

a
iu  are the auxiliary 

stress and displacement field, respectively. The analytical solutions of 
a
ij  and 

a
iu  are listed in Appendix 

A. Einstein summation convention is used for repeated indices in Eq. (20).  



 

Figure 112 ‐ Domain for the interaction integral 

  The characteristic radius  cr  of the fracture tip is defined for the determination of domain  A , and  

  cr = tipA    

where  tipA  is the summation of the area of the elements which share the node on the fracture 

tip. Elements having node(s)  in the semi‐circle as shown  in Fig. 5 set up the domain A, and the 

semi‐radius of the circle equals  cr . The scalar    is taken to have a value of unity for nodes in 

the  semi‐circle,  and  zero  for  nodes  outside  the  semi‐circle  [32].  Theoretically,  the  interaction 

integral is independent of the domain  A .  
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It  is assumed  in this paper that the propagation size at every step  is determined by the finite element 

mesh. This means that the node on the tip is when  IK  is not smaller than ICK , and the fracture extends 

into  the  node  ahead  of  the  fracture  tip  as  shown  in  Fig.  .  Similar  assumptions  can  be  found  in  the 

literature [32, 39]. 

Fluid flow in the fracture 

Eq. (6) leads to its weak form [24] as 

      1( ) ( ) 0
t

Sl

w
p p p g dl p n

t
             q q    

where  p is a  testing  function, and S  is  the collection of boundary conditions  in Eq.  (10). Eq. 

(22)  combined with Eq.  (10)  leads  to a nonlinear  finite element equation  for  fluid  flow  in  the 

fracture[24], which is symbolically cast as 

  ( )   wK W P LW H 0    

where W is a vector formed by the widths of the nodes on the fracture surface,  ( )wK W  is the 

assembly of the flux stiffness of the fluid elements, L is the assembly of the length stiffness of the 

fluid elements, and H concludes the contributions of the fluid leak‐off and the fluid injection. 

Taking time integration with Eq. (23), we have 

 
1

( )
n

n

t

wt
dt

      K W P LW H 0    

Backward Euler scheme for time difference is used in this paper, so according to Eq. (24) we have  

  1 1 1( ) ( )w n n n nt t       K W P LW W H 0    

of which  1nW   and  1nP   are  the  unknown  fracture width  and  net  fluid  pressure  at  the  n+1‐th  step, 

respectively,  nW is the known fracture width at the n‐th step, and  t  is the time step between the n‐th 

step and the n+1‐th step.  

For the n+1‐th step, we have 

  1 1,  n n n n    W W W P P W    

For any moment, we have 

  ( ) 2 ( ),  0y tu x w x x l        

where  yu   is  the displacement  increment  in  y direction on  fracture  surface  in  the equivalent 

quarter model, and  w  is the fracture width increment. Therefrore, Eq. (25) can be rewritten in 

a generalized way as  
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  ( )( )w n n t      K U U P P L U H 0    

where  L   determines  the  contribution  of  node  displacement  increment  to  fracture  width 

increment.  

 

 

Solution of coupled equations 

It is obvious that the unknown fracture width increment and fluid pressure increment at n+1‐th step can 

be obtained by solving the coupled Eqs. (19) and (28), with known fracture width and net fluid pressure 

at n‐th step. The Newton‐Raphson  iteration algorithm  [40, 41]  is used to solve the non‐linear coupled 

equations. In every step, the following condition is used as the convergence criterion 

 
( 1) ( ) ( 1)/m m m

tol     w w w    

where    is the 2‐norm operator, 
( 1)mw  and 

( )mw   is the result of fracture width  increment 

after m+1_th  iteration and m_th  iteration, respectively, and  tol is the specified tolerance and  it 

equals 1.0e‐8  in  this paper.  In every step, the  fracture doesn’t propagate  if the stress  intensity 

factor is smaller than the fracture toughness. 

It is seen that the essential work in the proposed method is to solve the coupled Eqs. (19) and (28). No 

special attention is paid to the fracture tip behavior whatever the hydraulic propagation regime is.  
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8.5.  Derivation of Fracture efficiency Equations 
 

The proppant velocity in x (horizontal) and y (vertical) directions can be written as follow: 

  v୶
୮ ൌ v୶ 

 
 

  v୷
୮ ൌ v୷ ൅ vୱୣ୲୲୪ୣ 

 
 

Settling velocity can be calculated using Stokes law, which describes a single spherical particle settling in 

an infinitely large environment[11]. The following equation holds when Reynolds number is less than 2. 

 
Vஶ ൌ

gሺρ୮ െ ρ௙ሻd୮
ଶ

18μ
 

 

 

For 2 ൏ Re ൏ 500 equation 7 changes to: 

 
Vஶ ൌ

20.34ሺρ୮ െ ρ୤ሻ଴.଻ଵd୮ଵ.ଵସ

ρ୤
଴.ଶଽμ଴.ସଷ

   

     
And for Re ൒ 500 equation 9 described the proppant settling velocity as follow:   

 
Vஶ ൌ 1.74ඨ

gሺρ୮ െ ௙ሻ݀௣ߩ
௙ߩ

   

     
Where ߩ௣  is proppant density, ߩ௙  is  fracturing  fluid density, ݀௣  is proppant particle diameter, 

and   ߤ is  fluid  viscosity,  ஶܸ  is  the  falling  velocity  of  a  single  particle  in  an  infinitely  large 

environment. Settling velocity of proppant can be obtained applying the polynomial correlation 

to  ஶܸ that includes the effect of proppant concentration (interaction between proppant particles) 

and fracture width.  In this study, correction  introduced by Gadde et. al., 2004  is applied  in two 

steps to obtain settling velocity in equation 12 [21]. 

 

 
௪ܸ ൌ Vஶ ൥0.563 ቆ

d୮
ݓ
ቇ
ଶ

െ 1.563 ቆ
d୮
ݓ
ቇ ൅ 1൩ 
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Where  ௪ܸ is settling velocity corrected for fracture wall effect,  ஶܸ is uncorrected settling velocity, 

݀௣ is proppant particle diameter, ݓ is fracture width. 

  			 ௖ܸ ൌ ஶܸሺ2.37ܿଶ െ 3.08ܿ ൅ 1ሻ  
Where  ௖ܸ   is  the  settling velocity corrected  for proppant concentration effect,  ஶܸis uncorrected 

settling velocity, and ܿ  is proppant concentration. Fluid viscosity also needs  to be corrected as 
follow:  

ߤ																																 ൌ ଴ߤ ൜1 ൅ ൤0.75ሺ݁ଵ.ହ௡ െ 1ሻ݁ି
ംሺభష೙ሻ
భబబబ ൨ ଵ.ଶହ௖

ଵିଵ.ହ௖
ൠ
ଶ

                         

In this case to account for non‐Darcy flow effect Forchheimer equation can be used as follows:  

  1
݇௔௣௣

ൌ
1
݇
൅ 3.238 ∗ 10ି଼

ߥߚߩ
ߤ

   

Where ߚ is Non‐Darcy factor or Forchheimer factor, ݇௔௣௣ is the apparent permeability. Following 

correlation can be used to calculate Non‐Darcy factor 

ߚ														                                  ൌ 1.88 ∗ 10ଵ଴݇ିଵ.ସ଻∅ି଴.ହଷ                                                                   

 

The  fracture width at 0 closure stress“ݓ௙
ᇱ” can be obtained using proppant concentration and original 

fracture width after injection as follow: 

௙	ݓ	
ᇱ ൌ w	

c
c୫ୟ୶

 

Where, ݓ  is  original  fracture width  after  injection,  ܿ  is  proppant  concentration  and  ܿ௠௔௫  is 
maximum  proppant  concentration.  Based  on  this  equation  the  area  where  proppant 

concentration reaches the maximum value will hold the original  fracture width, while the area 

where  proppant  concentration  doesn’t  reach  the maximum  value  will  have  smaller  fracture 

width.  The  proppant  pack  permeability,  ݇௙,  can  be  theoretically  estimated  in  terms  of  the 

proppant  diameter,  ݀௣,  porosity,  ∅,  proppant  sphericity, ߔ,  propped  fracture width, ݓ,  and 
damage factor, ܨܦ, using the equation given below[24] 

 
k୤ ൌ

∅ଷ൫d୮Φ൯
ଶ

72λ୫ሺ1 െ ∅ଶሻ
ቆ1 ൅

d୮Φ

3ሺ1 െ ∅ሻw
ቇ
ିଶ

ሺ1 െ DFሻ 

 

 

Where ߣ௠ ൎ 25 12⁄  for most of the porosity ranges in hydraulic fractures. 

 

where the productivity index for gas reservoir is defined as: 

௚ܬ																																					                                    ൌ
௤ఓ௭

௣̅ೝ
మି௣ೢ೑

మ                                                         
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Applying the general Coulomb Failure Criterion  in terms of principle stresses the following relationship 

can be determined based upon the equation shown below.  

ଵߪ
ଷߪ

ൌ ଵܵ െ ௣ܲ

ܵଷ െ ௣ܲ
൒ ൤ሺߤଶ ൅ 1ሻ

ଵ
ଶ ൅ ൨ߤ

ଶ

 

Where	ߪଵ	ܽ݊݀	ߪଷ are the maximum and minimum principle stresses, respectively. 

To determine the initial optimal angle of faulting, with angle ߠ to	ߪଵ.  

ߠ ൌ
1
2
tanିଵ ൬

1
ߤ
൰ 

The effects of shear and normal stresses across the fault plane are respective to the orientation of the 

fault.   

௡ሺఉሻߪ ൌ
1
2
ሺߪଵ ൅ ଷሻߪ ൅

1
2
ሺߪଵ ൅ ଷሻߪ cos  ߚ2

߬௡ሺఉሻ ൌ െ
1
2
ሺߪଵ െ ଷሻߪ sin  ߚ2

Effective overburden pressure at a given depth is given below.  

௩ߪ ൌ ሺ1ݖ݃ߩ െ  ሻߣ

This is used to determine the limiting conditions in regards to the three types of faulting methods.  

The Ts is a function of β in Eq. Error! Reference source not found.. For a given stress state, the maximum 

value of slip tendency (Ts) can be determined by taking the derivative of Ts with respect to 2β: 

߲ ௦ܶ

߲ሺ2ߚሻ
ൌ
ሺߪଵ െ ଵߪଷሻሺߪ ൅ ߚ2ݏ݋ଷሻܿߪ ൅ ሺߪଵ െ ଷሻଶߪ െ 2ܵ଴ሺߪଵ െ ߚ2݊݅ݏଷሻߪ

ሾሺߪଵ ൅ ଷሻߪ ൅ ሺߪଵ െ ሿଶߚ2ݏ݋ଷሻܿߪ
  

 
Knowing the derivative is equal to zero at slip tendency with a maximum value, cos2β can be obtained 

as follows: 

݋ܿ ሻߚሺ2ݏ ൌ െ
ଵߪ െ ଷߪ െ 2ܵ଴
ଵߪ ൅ ଷߪ ൅ 2ܵ଴

ሺߪଵ ൐ ଷߪ ൐ 0ሻ  

 
Utilizing the Eq. Error! Reference source not found. to get a value of cos2β, inserting the value into the 

Eq. Error! Reference source not  found. one can obtain  the  slip  tendency  (Ts) with a maximum value. 

Assuming earth’s crust contains widely distributed faults and other discontinuities in all directions and in 

critical stress states, the slip tendency for a particular stress field should have a maximum value. At the 

scale  of  hydraulic  fractures,  smaller‐scale  fractures, which  usually  have  a  dominant  orientation,  and 

optimally oriented faults – if present – could also be in critical stress states around pressurized hydraulic 

fractures. In this study, we assume the cohesion strength on pre‐existing faults is zero, which means S0 = 

0. Then the maximum slip tendency can be obtained, based on Eqs Error! Reference source not found. 

to Error! Reference source not found., as follows: 
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௦ܶ	௠௔௫ ൌ

ଵߪ െ ଷߪ
2

ටቀ
ଵߪ ൅ ଷߪ

2 ቁ
ଶ
െ ቀ

ଵߪ െ ଷߪ
2 ቁ

ଶ
݄ݐ݅ݓ ݋ܿ ሻߚሺ2ݏ ൌ െ

ଵߪ െ ଷߪ
ଵߪ ൅ ଷߪ

  

 

Similar analyses are  thoroughly discussed  in  Jaeger et al.,  (2007) and Zoback  (2007). Based on Mohr‐

Coulomb law, Chin et al. (2012) proposed a method of factor of safety (SF), to evaluate the potential for 

shear  and  tensile  failure  in  reservoir  rock.  In  his  paper  the  corresponding  SFs  for  shear  and  tensile 

failures were discussed in detail, however, here different formulations are adopted since a quantitative 

measure  of  slip  tendency  is  required  for  evaluating  the  fault  stability.  The  slip  tendency  values  are 

compared with  friction coefficients of  faults to quantify the stability state of the  fault. Reactivation of 

fault is assumed to occur when the slip tendency is larger than the characteristic friction coefficient of a 

fault.  

 

Normal Faulting Environment 
The maximum and minimum principal stresses under the normal faulting environment are the vertical 

and minimum horizontal stresses, respectively (σ1 = σv, σ3 = σh,min ). Substituting σ1 and σ3 into Eqs. Error! 

Reference  source not  found.  and  Error! Reference  source not  found.,  the  following  expressions  are 

found:  

Before performing hydraulic stimulation 
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During hydraulic stimulation 
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where   ௩଴ߪ and  ௛,௠௜௡ߪ
଴   are  the  initial  vertical  and  minimum  horizontal  principal  stresses, 

respectively.  τvh
0  is the  initial shear stress  in vertical plane striking to the direction of minimum 

horizontal stress, τvh is the shear stress after applying hydraulic pressure. β is calculated based on 

the initial stress state 
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Strike‐Slip Faulting Environment 
Before performing hydraulic stimulation 
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During hydraulic stimulation 
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Analysis of Eqs. Error! Reference source not found. to Error! Reference source not found. indicates that 

all stresses can be normalized by ߪ௛,௠௜௡
଴  and all lengths can be normalized by the fracture height H. 

 

The final form of the solutions for semi‐infinite crack are listed in the following: 
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௭ߪ∆ ൌ ௬ߪ∆൫ߥ ൅  ௫൯ߪ∆

 

 

where ∆σx, ∆σy and ∆τxy are stress changes when applying hydraulic pressure. pnet is the fracture 

pore  pressure  in  excess  of minimum  horizontal  stress  σhmin,  H  the  fracture  height,  and  ν  is 

Poisson’s ratio, r distance from fracture center to point, r1 distance from negative fracture tip to 

point,  r2 distance  from positive  fracture  tip  to point,  θ angle  from  fracture  center  to point,  θ1 

angle  from  negative  fracture  tip  to  point,  and  θ2  angle  from  positive  fracture  tip  to  point. 

Detailed mathematical development can be found in Sneddon and Elliot (1946).  
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